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Resumo

A andalise modal operacional aborda a estimativa dos parametros modais de uma estrutura a
partir de somente medi¢oes de resposta dinamica quando esta em operagdo. Neste artigo
apresenta-se uma revisdo extensiva do estado da arte dos maiores desenvolvimentos em métodos
de identificag¢do para andlise modal operacional no dominio da frequéncia. Primeiro, mostram-
se as bases teoricas usadas na identificagdo modal e seu relacionamento com as equagoes de
movimento estrutural, discutindo também as principais suposi¢oes consideradas no seu
desenvolvimento. Em seguida, sdo abordados os principais métodos de identificacdo que tém sido
reportados na literatura, analisando as limitacoes e vantagens de cada um deles. Assim,
observou-se que na atualidade existe um novo enfoque na andlise modal operacional baseado no
uso de conceitos de transmissibilidade. Métodos baseados em transmissibilidade ndo precisam
levar em conta uma das mais importantes assungoes que fazem os métodos tradicionais de
identifica¢do que consiste em que a excitag¢do é suposta como ruido branco. Este fato indica que
possivelmente este poderia ser o caminho a seguir no desenvolvimento de novos e melhores
métodos de identificagcdo modal.

Palavras-chave: Andlise modal operacional. Métodos de identificacdo. Dominio da frequéncia.
Vibracgoes aleatorias.

Abstract

Operational modal analysis (OMA) deals with the estimation of modal parameters of a structure
from vibration data obtained in operational conditions, where only measurements of response
are recorded. This paper an extensive review of the major developments in frequency domain
identification methods for operational modal analysis is presented. First, the theoretical bases
used in modal identification in OMA are revealed with its relationship to the structural equations
of motion and discussing the main assumptions on which it is based. Then, the main identification
methods that have been reported in the literature are addressed, analyzing the limitations and
advantages of each of them. Thus, it was observed that currently exists a new operational modal
analysis approach based on the use of concepts of transmissibility. Methods based on
transmissibility do not consider one of the most important assumptions of traditional
identification methods in which the excitation is assumed as white noise. This fact indicates that
possibly this could be a way to go in developing new and better methods of modal identification.

Keywords:Operational modal analysis. Identification methods. Frequency domain. Random
Vibrations.
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1. INTRODUCAO

Na literatura conhece-se como analise modal de uma estrutura a determinagao
dos seus parametros modais (frequéncias naturais, formas modais, amortecimentos
modais e fatores de participagdo modal) tendo-se por base a formulagdo de um modelo
matematico que descreva o comportamento dinAmico da estrutura. Este tipo de analise
€ amplamente utilizado na abordagem de problemas de vibragao como: modificacdo do
comportamento dindmico das estruturas, atualizagdo de modelos analiticos,
dimensionamento dindmico 6timo e controle de vibragdes. Ainda, outro problema que
pode ser resolvido a partir do estudo das propriedades dindmicas da estrutura é aquele
da determinagao da saude estrutural, com uma alta aplicabilidade em diferentes setores
industriais, tais como aeroespacial, mecanica, petrdleos e civil. Exemplos da utilizagéo
de analise modal para resolver o problema anterior podem ser observados em alguns
trabalhos realizados previamente pelos autores (Villalba, Gomez e Laier, 2010,Villalba
e Laier, 2012,Araujo, Maldonado e Cho, 2011).

Sob um ponto de vista experimental, a analise modal realiza-se seguindo uma
de duas abordagens. A primeira delas utiliza medi¢cdes da excitagdo e da resposta da
estrutura como pardmetros de entrada e se conhece como Analise Modal Tradicional
(Traditional Modal Analysis TMA), enquanto que um segundo grupo precisa unicamente
das medigbes da resposta da estrutura e se conhece como Analise Modal Operacional
(Operational Modal Analysis-OMA).

As primeiras pesquisas em analise modal experimental foram feitas a partir da
aproximacao de AMT na qual a estrutura é excitada (entrada) em uma ou varias
medi¢cdes com forgas dindmicas conhecidas e a resposta da estrutura (saidas) é
registrada em termos de aceleragodes, velocidades ou deslocamentos (saidas) em uma
ou varias locagbes decorrente destas forgcas. Finalmente, os parametros modais sao
extraidos das medicées de forca e resposta na faixa de frequéncias de interesse.
Baseado neste conceito de entrada e saida tém-se desenvolvidos numerosas técnicas
ou métodos de identificacdo modal. Estes métodos sao classificados de forma geral
dependendo da sua formulagao em métodos do dominio do tempo (Time Domain-TD)
€ no do dominio da frequéncia (Frequency Domain-FD). Ainda, os métodos podem ser
divididos segundo o numero de entradas e saidas disponiveis: uma-entrada/uma-saida
(Single Input, Single Output-SISO), uma-entrada/multiplas-saidas (Single Input, Multiple
Output -SIMO) ou multiplas-entradas/multiplas-saidas (Multiple Input, Multiple Output
MIMO). Porém, a AMT tem algumas limitagdes que sédo apresentadas a continuagao:

¢ Normalmente, a estrutura é excitada artificialmente com o intuito de se obter as
fungbes de resposta em frequéncia (FRFs), ou as fungdes de resposta impulsiva
(FRIs). Para medigbes realizadas em campo e em grandes estruturas, a
aplicagao desta metodologia torna-se dificil devido a dificuldade de se medir as
FRFs e as FRIs. Tal dificuldade se origina com a existéncia de outros tipos de
excitagdes além da excitagao artificial e da necessidade do uso de muita energia
para excitar a estrutura, que muitas vezes nao € disponivel.

e A AMT ¢ realizada, na maioria dos casos, no laboratério. Porém, as condicbes
reais de operagcdo de muitas aplicagbes industriais podem diferir
significativamente das aplicadas no ensaio do laboratério. Além disso, s6
componentes sdo ensaiados geralmente e ndo sistemas completos.

A partir do comeco da década de 90 a AMO tem sido usada para caracterizagao
dinAmica de estruturas. AMO, também conhecida como andlise de vibragbes
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ambientais, excitagdo natural ou s6 saida (Output-Only), utiliza somente as medigdes
de resposta da estrutura em condigdes de operagao sujeita a excitagdes ambientais ou
naturais (vento, trafego, tremores, etc) para identificar as caracteristicas modais.
Existem diferentes vantagens a partir do seu uso mostradas em Zhang, Brincker. et al.
(2005), como:

e E econdmica e rapida de se realizar devido a que n&o precisa de equipamento
para excitar a estrutura nem da simulacéo das condi¢des de contorno.

e As caracteristicas dindmicas do sistema completo, e ndo somente de alguns
componentes, podem ser obtidas, portanto, representam mais fielmente o
sistema analisado.

o A realizagcdo dos ensaios experimentais nao interfere com o uso normal ou
operacgao da estrutura.

e E uma forma atrativa para fazer uma monitorizagéo on-line da saude estrutural
para a deteccdo de danos baseada nas caracteristicas dindmicas como
mostrado no trabalho de Magalhaes, Cunha et al. (2012).

Com as anteriores vantagens, este tipo de analise tem recebido uma grande
atengao por parte da comunidade da engenharia civil com vistas as aplicagdes em
plataformas de petrdleo, prédios, torres e pontes (Brownjohn et al., 1989; Araujo,
Maldonado e Cho, 2011; Gentile e Saisi, 2011; Liu et al., 2012; Liu, Loh e Ni, 2013). No
entanto, uma das limitacbes mais comentadas na literatura do uso da Analise Modal
Operacional com medigdes unicamente da resposta sdo as incertezas contidas nos
dados, as quais podem ter origem de diferentes fontes, tais como as variagdes
operacionais e ambientais da estrutura. Esses tipos de variagbes tém uma influéncia
direta na resposta dindmica da estrutura e sao refletidas na avaliagdo dos parametros
dindmicos. Dessa forma, devido a que os dados podem ser medidos sob condigbes
variaveis, existe a necessidade de normalizar os dados com o fim de estabelecer
medicdes em ciclos similares de condigdes operacionais € ambientais, para assim
facilitar uma comparacao (Doebling et al., 1996).

Devido ao impacto econdmico que pode representar OMA na andlise dinamica
das estruturas, notado nas suas vantagens e suas notaveis potencialidades para
diferentes tipos de aplicagdes, tem-se observado nos ultimos anos um grande
incremento na atividade de pesquisa em torno as bases tedricas de OMA e suas
possiveis aplicagdes em diferentes campos da engenharia. Assim, no ano 2005
celebrou-se a primeira versao do International Operational Modal Analysis Conference
(IOMAC) e no ano 2010 o Journal Mechanical System and Signal Processing publicou
uma edicao especial sobre o tema (Brincker e Kirkegaard, 2010). Nesse sentido, um
dos problemas importantes em OMA ¢é a necessidade de se obterem parametros
modais confiaveis, o que é possivel através do desenvolvimento e da aplicagao de
técnicas robustas de identificagdo modal que utilizem somente dados de resposta.
Assim, no campo pratico costuma-se ao uso de varias técnicas de identificagdo com o
fim de validar os pardmetros modais encontrados. O fato anterior implica que uma das
areas de maior pesquisa no campo da analise modal operacional é o desenvolvimento,
de técnicas robustas de identificagcdo modal ou a obtengao de melhoras nas técnicas
atuais. Assim, na literatura podem-se encontrar alguns artigos que tratam da
determinacgao das potencialidades e deficiéncias de diferentes métodos de identificagcao
modal desenvolvidos para OMA como em Peeters e De Roeck (2001) e Andersen,
Brincker et al. (1999).
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Neste trabalho pretende-se apresentar um estado da arte detalhado dos
diferentes métodos existentes para realizar a caracterizagao dindmica de uma estrutura
desde medicdes unicamente da resposta. Nesse sentido, na se¢do 2 séo estabelecidas
as bases tedricas para o desenvolvimento de métodos de identificagdo no dominio da
frequéncia. A segao 3 apresenta os principais métodos de identificagdo modal usados
em AMO no dominio da frequéncia, identificando algumas vantagens, desvantagens e
limitagdes. Finalmente, sdo apresentadas algumas consideragdes finais que tem em
conta a possivel tematica ndo abordada na revisdo e sdo dadas as conclusdes do
trabalho.

2. FUNDAMENTOS ANALITICOS DA ANALISIS MODAL OPERACIONAL.

2.1 VIBRAGOES ALEATORIA

Os fundamentos do OMA parte da relacao da resposta x(n) e a entrada f(n) em
um sistema linear e invariante no tempo (Linear Time-Invariant-LTI). A entrada f(n) e a
resposta x(n) sdo estabelecidos como processos aleatdérios no sentido amplo
estacionario (Wide-Sense Stationarity-WSS), em que a média ndo depende do tempo
e a covariancia depende da separagao entre amostras, (n2-n1) (Kay, 2006). Portanto,
se x(n) e f(n) séo processos randémicos WSS e suas covariancias dependem somente
da separagao entre amostras pode-se definir um tipo de momento conjunto, chamado
de sequéncia de auto-correlagao e correlagdo cruzada para dados discretos, assim.

R{0)=R. =)= Elao o)} = Bl +0} =3 )60+

N-1

Ry (1) =R n, =)= El{y ) = EL o+ 0) =3 o)t ) )

n=0

Em que, n,=n, n,=n+k,k=n,-n,, R (k) é a sequéncia de auto-
correlagao de x(n), R, (k)é a correlagao cruzada entre x(n) e f(n), E{ } € o operador

da esperanga matematica e v é a quantidade de elementos em x(n) e f(n). Se o sistema

LTI é submetido a multiplas excitagdes aleatérias em pontos definidos,
f1@), £,(@), f5(t).....fy(t) e considerando uma resposta do sistema nas posigoes,

x,(8),x,(t),x;(¢)....x ) (t) , umas respostas impulsivas que relacionam as saidas com as
entradas h, . (),....h, ; (),....;h, (0),......hr, , (¢) e condigOes iniciais de velocidade

e deslocamento iguais a zero, pode ser expressa uma arbitraria resposta do sistema
pela suma de diferentes convolugbes (Fontul et al., 2004), como.

X m=hy; W [i()+h g, () (0. St 1, ()X f()
-3 B (m)- fi(n—m)+ ihxkfz (m)- f(n=m)..., ihxx-f )

m=—o0 m=—o0 m=—o

N

= hx,(f\_ (}’l) st‘(n)
s=1
Utilizando a Equacéao (1) e (2) para determinar a auto-correlacao de x(n) e a
correlagao cruzada de x(n) com a de f(n) é possivel estabelecer as seguintes relagdes
(Hayes, 1996).

(m)- £ (n—m) (2)

N
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R, (k)= 2R, (b)x hy, . (k) 3)

R, (k)= h, , (-k)xR,, (k) )

Entdo, com a finalidade de determinar uma relagédo das correlagdes da entrada
com as correlagdes das respostas, combinam-se as Equacdes (3) e (4), resultando a
seguinte formulagéo.

R (6)=2 2 by (k)X (K)X R, , (k)
r=1 s=1 (5)

Em que, kax, séo as funcdes de correlagéo da resposta, R, (k) séo as
J rts

funcbes de correlagéo da entrada, e hxk 5 (k) e hx,_f; séo as fungdes de resposta
impulsiva do sistema.

O valor da energia das frequéncias contidas dentro de um processo randémico
WSS ¢é determinado aplicando a transformada de Fourier. Essa medida é conhecida
como a densidade espectral de poténcia (Power Spectral Density- PSD) ou também
como Periodograma. A qual é definida para um processo randémico com um intervalo
finito de valores, n= 0, 1,..., N-1, através do estimador da PSD baseada no
conhecimento da sequencia de correlagdo como é definida na relacdo de Wiener-
Khintchine, como (Kay, 2006).

Q . _ O B —iak

Sxkxj (la)) _k;Okaxj (k)e (6)
Com

. | Nk

kax/ (k)y=— x,(m)x,(n+k) k=01,.,N-1 (7)

n=0

E importante expressar que a sequencia de correlacdo pode ser recuperada da
PSD usando a Transformada inversa de Fourier.

R, (k)= i [8. (i)™ de 8)

Retomando as Equagbes (3), (4) e (5) aplicando a Transformada de Fourier de
ambos 0s membros das equacdes para combinar elas avaliam-se as PSDs da resposta
e a entrada de um sistema LTI, como.

S;,., (@)= H, (i), (io) o

N
S (@)= H oy (i@)S,, (io)
r=1 (1 O)

N N
S (@)=Y H yy(iow)-H,  (i0)-S,, (io)
r=1 s=1 (1 1)

Em que, SW/_ € a densidade espectral da resposta, S, , (iw) € a densidade

* ~ ~ ~ .
espectral da entrada, e H v, ou H_, s&o as fungbes de transferéncia, com *
i,

s

representando a conjugada complexa.
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Neste ponto é importante mencionar que a maioria dos métodos de
identificacdo modal para AMO supde que as excitagbes naturais ou ambientais de
entrada em um sistema tipo LTI, contém uma ampla faixa de frequéncias de igual
contribuicdo tal que todas as frequéncias naturais da estrutura podem ser excitadas.
Esta suposicédo leva como consequéncia implicita que a excitacdo seja considerada
como um processo randdmico do tipo ruido branco (White Gaussian Noise-WGN).

Assim, tendo dois processos randémicos f,, f, WGN diferentes, sendo WSS
com média zero, os quais contém amostras separadas independentes, com idéntica
variancia o© pode-se definir a correlagdo, como (Kay, 2006).

, 1 k=0 1 f=s
R, , (k)=E{f.(n)f,(n+k)} =6, 5(k)o* Comd(k)= 0 k20 ,0f = 0 fs (12)
Para esses mesmos processos randomicos WGN, define-se o PSD, como.

S, (@)=Y R, (ke = 05, 6ke™ =6,0° (13)
k=—c0 k=—c0
Portanto, se diferentes processos randémicos de tipo ruido brancos Gaussiano
sdo filtrados por um sistema LTI, obtém-se da Equacéao (11) a seguinte relagao.

N N
S, (i) = DY Hy (i) H,  (i0)-5, 0 (14)

r=1 s=1
Igualmente, para um processo randémico tipo WGN a partir da Equagao (5) a
auto-correlagao de x(n) estabelece-se como.

N N
kaxj (k) = Z z hx,(f/, (_k) x h)cjfS (k) X 5f,so-2 (1 5)

r=1 s=1
E voltando a uma representacdo de somatorias de convolugao, resulta.
R, (k)= O'2|: Sh (m)-h,  (m+ k) st Db )k, (m+ )+t Sh (m)h, (m+ k)} (16)

Entdo, a partir de considerar umas entradas ao sistema LTl como processos
randémicos tipo ruido branco podem ser levantadas duas questbes. 1) A densidade
espectral obtida unicamente da resposta do sistema permite determinar diretamente
suas propriedades dindmicas, devido ao fato de ser calculada como um produto entre
as funcgbes de transferéncia e uma constante (ver Equacao (14)). 2) A transformada
inversa de Fourier (Inverse Fast Fourier Transform-IFFT) da densidade espectral da
resposta € igual as fungbes de correlagéo da resposta, as quais séo proporcionais as
funcdes de resposta impulsiva do sistema original (ver Equagao (16)). Assim, as funcoes
de correlacao da resposta podem ser usadas como fungdes de resposta impulsiva no
dominio do tempo para estimacido de parametros modais. Uma demonstracdo similar
do anterior pode ser encontrada em James, Carne et al., (1993).

2.2RESPOSTA DE UM SISTEMA LTI-SDF

A resposta de um sistema LTI de um sé grau de liberdade (Single Degree of
Freedom-SDF) é descrito por uma equagéao dinamica de segundo grau, considerando
amortecimento viscoso proporcional a velocidade, da seguinte forma.

#(0) + 2Em,x(0) + 0, x(1) = f(£)/m com @, =Jk/im , £=—5 =< (17)

2mo, c

c

Em que, x(t) € a resposta do sistema no tempo, f(t) € a excitacdo, w, € a
frequéncia natural do sistema, k a constante de rigidez, m a massa do sistema, c a
constante de amortecimento e & é a porcentagem de amortecimento com respeito ao
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amortecimento critico ¢, . Entdo, aplicando a transformada de Laplace na Equagéo (17),

com condi¢des iniciais nulas e considerando a variavel de Laplace como um numero
complexo s = 1@ pode-se obter uma relagao entre a entrada e saida ao sistema, assim.

X(io) = H  (io)F(iw) = F(iw) (18)

m(w,” — 0 + 2iéw,w)
No caso de vibragdes aleatérias, sendo f(¢) um processo randémico WSS,

pode-se usar a Equacao (11) para representar a densidade espectral de poténcia para
um sistema SDF, como.

S (i0)=H y(io)- H(io)- S, (i0)=|H (o) S, (io) N fz 1 (19
m [(a)o - )2+(2§a)0a)) J
Neste ponto, pode-se analisar na Equagéao (19) uma justificativa para

estabelecer uma aproximacao de 1@ como um processo randémico Gaussiano tipo
WGN de espectro plano em AMO, no entanto, existem algumas limitagdes. A razdo é

devida principalmente ao produto de S, (@) e ‘H)g,y(a))‘2 . Nesse produto a parcela mais

significativa da multiplicacdo chega a ser perto da frequéncia de ressonancia com

0=t i . ~ o
0. Portanto, a precisdo dessa aproximacao depende principalmente da largura

da banda da ressonéncia em o= tw,, a qual é influenciada principalmente pela

porcentagem de amortecimento ¢ .
Na Figura 1 b mostra-se uma situagédo em que considerando S, (w) constante

como ruido branco, quando realmente existe uma excitagéo de tipo ruido colorido (com
uma frequéncia definida de @, = 0.8rad/s), ndo € adequada para uma porcentagem de

amortecimento do sistema de &=0.15. Porém, parece ser aceitdvel para uma
porcentagem de & =0.05 como mostrado na Figura 1.a. O ruido colorido estabelecido
em §,(w) foi modelado como um sistema de um grau de liberdade com um

amortecimento de 0.4. Nesse sentido, € preciso estabelecer que uma aproximagao do
espectro da excitagdo como do ruido branco pode em algumas ocasides conduzir a uma
avaliagao errbnea das frequéncias naturais amortecidas e das porcentagens de
amortecimento no espectro da saida. Igualmente, uma excitagdo com uma frequéncia
bem definida geraria um pico de frequéncia no espectro da saida que realmente néo faz
parte do sistema analisado e que pode ser confundido como pertencentes a ele, como
se mostra na Figura 1.c, na que foi modelado um espectro de entrada como um SDF

com uma frequéncia de o, =08 rad/s e amortecimento de 0.1.

Sx(w)=SHw)Hx(w)."2
=== =Hx(w).R2
4444444 Sf(w) 25

~

Amplitude de Hx e Sx
Amplitude de SF

Ok N WA U S N o®

o
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Sx{w)=5f{w)Hx(w).A2
=== Hx{w).A2
Sf{w) 10

Amplitude de Sf

Amplitude de Hx e Sx
o Rk N W R OO N o®

o
N
~
w
IS
@

Figura 1 -- Densidade espectral da resposta a) @, =2,&=0.05, adequada
aproximagéo com ruido branco, b) @, =2,& =0.15, inadequada aproximagdo com ruido

branco, c) w, = 2,& = 0.05, incluséo da frequéncia de excitagao no espectro da saida.

2.3RESPOSTA DE UM SISTEMA LTI-MDF COM AMORTECIMENTO
VISCOSO GERAL

No caso de sistemas de multiplos graus de liberdade (Multiple Degree of
Freedom-MDF), no qual existem multiplas entradas ou fontes de excitagédo e multiplas
saidas ou respostas. Uma simples generalizacao da Equacéo (17) pode ser usada para
representar o sistema MDF, como.

M R} + [ i)+ [K Bix 0} = 7 0} (20)
Na qual [M] [C] e [K] sdo as matrizes de massa, amortecimento e rigidez,

respectivamente, de dimensdes N x N, sendo N os graus de liberdade do sistema. Uma
forma conveniente de representagdo da Equacao (20) € a partir de uma representagao
em espacgo de estado (State Space). Na formulagao de espago de estado transforma-
se um sistema de N equacgdes diferenciais de segundo ordem (Equagéao (20)) para um
sistema de 2N equacdes diferenciais de primer ordem com a introdug¢ao de um vetor de

estado 90 assim.
| x(@)
Q(t)_{X(t)} (21)

Estabelecendo a seguinte relacdo.

i) i, 0 oo~} -

E simplificada da forma.
[4 Jg)}+[B Ja@)} = (@)} com {7 (1)} = Hﬁﬂ{m)} (23)

O vetor de excitacdo F(¢)€é modificado pela introdugdo de uma matriz B,

constituidas por zeros e uns que especifica a localizagao das entradas. Para o caso da
solugdo homogénea a Equacéo (23) representa um problema tipico de valores e vetores
préprios em que se pode avaliar 2N frequéncias naturais complexas e 2N vetores
préprios complexos, os quais juntos satisfazem a equacéo.

[4 ¥ 4, +[BR¥,}=0 com j=12..2N (24)
Em que, {‘PJ} € do tamanho 2Nx1 com {\szw} igual aos vectores proprios
complexos e {\Pj:N-v-l:ZN} s&o os pares conjugadas, A;€ um escalar com A, igual

. A - .
aos valores proprios complexos e “7=N+12N 530 seus pares conjugadas.
As matrizes [4,] e [B,] podem ser diagonalizadas, obtendo as seguintes

relagdes.
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[¥ ][4, ][‘P ]-1a,]

[T [8.J¥1- 5 25)
Substltumdo as Equacgdes (25) em (24) pode-se obter a seguinte relagdo modal.

A,=a,/b, com j=12..2N (26)

Com

A ==éw, tim1-& se £<1 (27)

Da Equacao (27) pode-se extrair informagao com respeito: a frequéncia a
amortecida, @, ,, ndo amortecida, @, , e a porcentagem de amortecimento, &, assim.

= —real (1,) /|4, (28)

A partir das proprledades de ortogonalidade das matrizes [AS] e[BS] pode-se

determinar uma equacao de modos néo acoplados para a equagao dindmica em espaco
de estado (Equagéo (23)) como segue.

(O + 2, 0, = S, 110 com {g)} = [¥)z0) (29)
a; =
Aplicando a transformada de Laplace na Equagéao (29) e considerando a variavel
de Laplace como um numero complexo s = iw , pode-se obter uma relagdo entre a
entrada e a saida da resposta total para avaliar a fung¢ao de transferéncia.
. A ) ) ) SR F/ A
. Go)=[¥], 16w, W, (o) =[HGo),,, W, (o) - ) e
I=1 / — M

No entanto, devido a que os valores e vectores proprios ocorrem em pares de
complexos conjugados, pode-se reescrever (30), como (Ewins, 2000).

Foy) — ; - a_x| VYW, (o) qlkl*\Prl*VI/r(ia))
{qkow)}—[H(zw)]w,,,{VV,.Ow)}—;( Ty L J

o, =imag (4;) 0,

(30)

(31)

Para vibracbes aleatérias, em que W) ¢ um processo randémico WSS,
representa-se a densidade espectral de poténcia para um sistema MDF com
amortecimento viscoso geral, como.

A A LA TSI I RN I ) - (32)
[S(la))]w, _ZZ(Z(Q*I(_I-@_L)+a,(—ia)—/i,))z(a,(ia)—ﬂ,)+a,*(ia)—/1,*) P 00)

r=1 s=1{ I=1 =1

Estabelecidas as anteriores formulagdes para o caso de sistemas de multiplos
graus de liberdade, é necessario disser no caso de analise modal experimental que se
deve ter em conta as seguintes questdes. Além de ter uma entrada com um conteudo
em frequéncia que esteja na faixa de frequéncias do interesse do sistema, essa mesma
entrada deve estar adequadamente aplicada ou distribuida no sistema. Uma
inadequada distribuicdo das forcas de entrada pode conduzir em nao excitar
suficientemente alguns modos naturais, devido principalmente a existéncia de pontos
com amplitudes zeros nos modos de vibragio. Portanto, na analise modal operacional,
outra suposicao além de que as forgcas de entrada devem excitar as frequéncias naturais
da estrutura, como pode ser uma excitacao do tipo ruido branco, também é suposto que
a entrada ao sistema € adequadamente distribuida.

Como exemplo do exposto usou-se a Equagao (32) para avaliar a matriz de
densidade espectral da resposta [S(ia’)],w a partir de estabelecer dois tipos de matriz

de densidade espectral de entrada, [S(ia))]ﬁ_ﬁ , de ruido branco (densidade espectral

constante) com uma distribuicdo diferente, uma com a excitagao aplicada no segundo
grau de liberdade e a outra no primeiro grau de liberdade. A resposta foi avaliada em
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um sistema de trés graus de liberdade, o qual tem para o segundo modo natural uma
amplitude modal zero no segundo grau de liberdade. Assim, € mostrada na Figura 2a
uma excitagdo aplicada no segundo grau de liberdade, a qual pode excitar sé dois
modos naturais do sistema pelo contrario, uma excitagdo aplicada no primeiro grau de
liberdade pode excitar todos os modos naturais (Figura 2b).

o o i 0

10 1 10 10
0 10 20 30 0 10 20 30 0 10 20 30 0 10 20 30 0 10 20 30 0 10 20 30
Frequencia Hz Frequencia Hz Frequencia Hz Frequencia Hz Frequencia Hz Frequencia Hz

00 0 [ ] 1 00

_ S, (@)]=/0 0 0

[S,,.,,mw)]—g Lo GO
a) b)

Figura 2 -- Matriz de densidade espectral de resposta [S(lw)]*”r de um sistema de trés
graus de liberdade com uma distribuicdo de excitagao de ruido branco aplicada a) no segundo
grau de liberdade e b) no primer grau de liberdade.

2.4TRANSMISSIBILIDADE E MODOS DE VIBRAGAO.

A transmissibilidade define-se como a relacdo de duas respostas espectrais,
assumindo que existe uma forga de entrada localizada no grau de liberdade k. Portanto,
a transmissibilidade reduz-se a seguinte formulagao.

N, (@
¥,00) ., @FG b0 NG, (33)

X, _H , GO)F, (i _N/k(‘a)) _N'k. D, (i
Jio)  H, , (i0)F,(io) lﬁ,k(ia)) w(i®)D,, (iw)

T . (iw) =

Em que, N,(i®w), N,(iw) s&o os polindmios do numerador e D, (i®), D, (iw)
sdo os polinbmios do denominador nos modelos das fungdes de transferéncia
H, (o) _Nulio) o H (i) = V(@)  Pode-se notar que as raizes dos polinémios D, (iw)

D,(iw) " D, (i)
e D,(iw) da fungdo de transferéncia contém os polos ou frequéncias naturais do
sistema, os quais podem desaparecer por estabelecer uma relacao de duas respostas.
No entanto, os polindmios D, (iw)€ D, (iw) podem conter diferentes quantidades de

polos e nao todos desaparecem, pelo contrario estabelecem-se como zeros ou pélos da
fungéo de transmissibilidade.

Em suma, os polos da fungéo de transmissibilidade serao iguais a: os zeros da
funcéo de transferéncia H, (i), as raizes do numerador N, (iw)€ aos polos que néo

desaparecam do denominador D, (iw) a@o fazer a relagdo com D, (iw). Entéo,

geralmente nao todos os picos da fungao de transmissibilidade coincidem com as
ressonancias ou polos do sistema.

Entao, fazendo uso do modelo da funcao de transferéncia para sistemas LTI-
MDF com amortecimento viscoso geral (Equagéao (31)) pode-se representar a fungéo de
transmissibilidade da Equacao 33, como.
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( \Ijalqjkl + \Pul*\yld* J
H (o) T\ alio-4) a (io-2")
H_ (o) » [ LA nh J

alio=-2) a'(io-4)
Uma importante propriedade da fungéo de transmissibilidade é quando a variavel

(34)

Tkx,,x/ (la)) =

I=1

I® tende a um polo do sistema 4, (Devriendt e Guillaume, 2008). Nesse limite &

possivel notar que converge em um valor de infinito sobre infinito, mas se é usado a
regra de L’'Hospital para o calculo de limites desse tipo obtém-se a seguinte
convergéncia .

11m . allPkl 5
lim T\ (i) = NGO =4) ) _ ¥, (35)
P e, v,

04\ ay(io—2,)°

Pode-se observar que o limite na Equagao (35) € independente da localizagao
da entrada k é da forga de excitagdo. Esse aspecto € de grande utilidade para a
construgao da configuragao de um modo de vibragao, r, a partir, do conhecimento de
diferentes funcdes de transmissibilidade do sistema associadas a um ponto de
referencia. Por exemplo, considere-se uma estrutura na qual foi feita uma medicao
simultanea em 5 pontos diferentes, com esses dados de resposta pode-se construir 5
funcdes de transmissibilidade com referencia ao ponto 1. Assim, aplicando a
propriedade mostrada na Equacéao (35) pode-se encontrar a configuracao do modo de
vibragdo para uma frequéncia, 7, como.

lim 1411, 7421 60), T*31(0), T i0), T's1 (i) = \PL [v,.w,. v, ..
>, e (36)
Para o caso de vibragdes aleatorias a construgao da fungao de transmissibilidade

€ determinada fazendo uso das Equacdes de densidade espectral (9) e (11), assim.

S, (i YL . .
) (zc% @) S, @) ZZ H'p (i) H, , (io)-S, , (io) (37)
CH, (o) S, () N

T, (iw) = r=lss
’ S, (o) 55, . . ;

O limite quando iw tende a4, na fungédo de transmissibilidade para vibragdes

aleatédrias (Equacao (37)) converge ao mesmo resultado do limite feito na Equacgéo 35.
Portanto, o uso de fungdes de transmissibilidade com densidades espectrais pode ser
também utilizado para a construgdo de modos de vibragdo, da mesma forma como foi
mostrado na Equacgao (36).

3. METODOS NO DOMINIO DA FREQUENCIA PARA ANALISE MODAL
OPERACIONAL.

Nos anos 90 foi proposto o uso da excitacdo natural para identificacdo de
parametros modais (NExT) James, Carne et al. (1993). O método propde que a fungao
de correlacado entre dois sinais de um sistema linear com modos normais e sujeita a uma
entrada de ruido branco é da mesma forma que uma resposta impulsiva (FRI), aspecto
exposto e demostrado com a Equacgado 16. Dessa forma, em NEXT define-se que a
funcao de correlacdo pode ser expressada como um somatorio de senos em decaimento
(sinal transiente),na qual cada onda sinusoidal tem uma frequéncia amortecida, um fator
de amortecimento e um coeficiente da forma modal que € idéntica ao correspondente
modo estrutural. Portanto, um dos principais parametros a definir na identificagdo modal
em AMO séo as fungbes de correlagdo. Assim, trés diferentes métodos para a obtengao
das fungdes de correlagido serdo abordados.
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3.1FUNCOES DE CORRELACAO DE DADOS DE RESPOSTA
3.1.1 Método direto.

No item 2 foi introduzido o conceito de correlagcao entre sinais, no qual foi
apresentada uma formulacao para estimar a funcao de correlagdo (Equagéao (7)) para
dados discretos finitos. Essa correlacdo pode-se representar em termos de densidade
espectral ou seu periodograma no dominio da frequéncia a partir de aplicar a
Transformada de Fourier, estabelecendo assim uma relagcao, como (Strum e Kirk, 1999).

~ A 1 1 .
F[Rx . (k)]: S, ((@)=—X, (-iw)- X, (io)=—X, (i) -X,(iv)
XA XX N J N p (38)
Entao, a partir de usar a transformada inversa de Fourier na Equacgéo (38) pode-
se avaliar da mesma forma a fung¢ao de correlagao entre dois sinais.

R, (k)=F" [%Xk (iw) - X, (ia))} (39)

Assim, se é usado o algoritmo rapido para o calculo da Transformada de Fourier
(FFT) (Cooley e Tukey, 1965) o custo computacional de avaliar a Equagao (39) sera
menor que o calculo da somatdria da Equacgao (7). No entanto, o estimador da fungao
de correlacdo baseado no método direto ou calculo direto do periodograma é um
estimador enviesado da fungao de correlagao, ja que o valor esperado do estimador néo
€ igual ao valor verdadeiro da fungéo de correlacao (Hayes, 1996).

. N k|
R, 0]="—=FRr  ®=a@®Rr,, k)

Em que, @(k)é conhecida como a janela triangular de Barlett. O estimador
também é considerado assintoticamente nao enviesado para N quando tende a infinito,
N —|k]

N

onde arelacéo tende a 1. Portanto, se N é finito um procedimento para eliminar

o viés da fungao correlagao é dividir a estimagao da fungéo de correlagédo por uma janela
de Barlett do tamanho da fungao de correlagao.

Por outro lado, o método direto € um estimador ndo consistente das funcdes de
densidade espectral e NAO DEVE ser usado para andlises espectral, devido a que
variancia do estimador nao decresce a zero quando N tende ao infinito (Hayes, 1996).

Var[$, . (i)|=$* .. (i0) (41)

3.1.2 Método baseado no periodograma médio.

Uma alternativa ao calculo da func¢ao de correlagéo € usar a média da densidade
espectral da resposta, a partir de definir A amostras nao sobrepostas de comprimento L

nos sinais x, e X, assim o numero de dados total do sinal fica igual a N=AL. Desse
modo, podem-se estabelecer g diferentes fungdes de correlagdo das mesmas sinais x,
e x, variando entre 1 e A amostras, como.

L-1-k
R, (k), = % D> x(n+ql)x,(n+ql+k) k=0]l..,L-1 (42)
J o E
E diferentes densidades espectrais q aplicando a transformada de Fourier
5 & . 1 o :
FlR, 00,]=5,. 0, = (i) X 0, (43)
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Avaliando a média aritmética das densidades espectrais q obtém-se um
periodograma médio, assim.

PR R (NI
$o (@)= =3 — (X, (i0) - X (i),
| AeL (44)

Uma estimativa da funcao de correlagao pode ser obtida a partir de avaliar a
transformada inversa de Fourier da Equagéao (44), como.
A 1 A 1 *
R, () =F'|=Y—(x, (o) X o) (45)

F AT L a

O estimador da fungao de correlagdo por meio do método do periodograma
meédio é também um estimador enviesado e assintoticamente ndo enviesado ao igual
que o método direto, portanto suas estimagdes das fungdes de correlagdo devem ser
também divididas por uma janela de Barlett para eliminar o viés da fung¢ao de correlagéao.
Porém, o periodograma médio € um estimador consistente das funcdes de densidade
espectral, ja que a variancia da estimacao da densidade espectral tende ao zero como
A tende ao infinito (Hayes, 1996).

varlS,,, ()= %S?w, (io) (46)

De fato, as fungdes de correlagdo podem ser estimadas a partir de qualquer
estimacdo das fungbes de densidade espectrais usando a relacdo de Wiener-
Khintchine, avaliadas através da transformada inversa de Fourier. De tal modo, que
podem ser avaliadas usando outro tipo de estimadores das funcbes de densidade
espectral como o periodograma modificado com aplicagéo de janelas na serie de dados
e o periodograma médio modificado ou método de Welch (1967) que além de aplicar
janelas, faz uma sobreposicdo dos dados para o calculo médio das densidades
espectrais. O método de Welch sera retomado posteriormente quando se abordem o
meétodo para avaliagao da fungcéo de densidade espectral.

3.1.3 Método do decremento aleatorio.

O método do decremento aleatério € uma técnica de processamento aproximado
do sinal no dominio do tempo para a constru¢cdo de um sinal caracteristico, a partir da
média de um conjunto de segmentos pré-selecionados do sinal. O sinal caracteristico &
comumente referido como de sinal RD. O sinal RD representa a vibragao livre do
sistema dinamico sob assung¢do de uma excitacdo de ruido branco e determinadas
condigdes iniciais (Asmussen, J. C., Ibrahim, S. e Brincker, R., 1998). Os principios nos
que se fundamenta o método do decremento aleatdrio sdo descrevidos como segue.

No item 2 foi exposto a resposta de um sistema dindmico LTI como uma suma
de convolugbes para condigdes iniciais de deslocamento e velocidade iguais a zero
Equacgao (2), mas uma resposta do sistema para a existéncia de condigdes iniciais pode
ser representada, como (He et al., 2011).

X ()=Yx0)-D, . o)+ X0V, o)+, (m)xf.(n) (47)

Em que, kaxs(o)(n) é a resposta livre do sistema em k por uma condig¢ao inicial
de deslocamentoems, V., ; ,,(n) € aresposta livre do sistema em k por uma condigao
de inicial de velocidade em s, hxkf é a resposta impulsiva em k por uma for¢a de impulso

em s, x(0) e x(0) sdo condigdes iniciais de deslocamento e velocidade,
respectivamente.
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Figura 3 -- Selegcdo de segmentos, método do decremento aleatério.

Como se pode notar na Equacao (47) a resposta dindmica de um sistema x(n)

em qualquer tempo n é dada pela combinagdo de trés contribuigbes: 1) a resposta
degrau devido a uma condigao inicial de deslocamento, 2) a resposta impulsiva causada
pela condicao inicial de velocidade e 3) e a resposta aleatéria devido a uma excitagao
aleatdria f'(n) aplicada no sistema.

Entao, se é suposto que f(n) € um ruido branco de origem gaussiano com média
zero, entdo uma média de diferentes segmentos de resposta fara que a parte aleatéria
da resposta seja zero, E[f(n)] = 0. Para assegurar que a parte de resposta livre ndo

seja zero, uma condic&o para a selegdo dos segmentos deve ser aplicada no sinal. Por
exemplo, como é mostrado na Figura 3, se & determinado um comprimento L do

segmento e € selecionado um valor apropriado x,(0) no sinal j interceptara o sinal x;

em tempos denotados como ¢(i =1,2,3...) . Assim, se extrairam diferentes segmentos
L no sinal k para ser promediado e obter a resposta livre do sistema.

Por outro lado, sob ag&o de f(n) a resposta de x(n)do sistema é também um
processo gaussiano de media zero, portanto para uma condicéo de x;(0)fixa, a

velocidade média dos segmentos sera igual a zero E[)'cs (O)] =0, igualmente as demais
condigBes inicias de deslocamento x (0) diferente a x,(0) ser@o iguais a zero,

E[xS(O)] = x,;(0) . Desse modo, o valor esperado de x(n)obtido fica igual a.

B ()] = 2B O] D 00+ 2B O]V 00+ 2, () < ELA )]
E{xk (”)] =X (O)ka %;(0) (n)

Na Equagéo (48) mostra-se que o valor esperado do sinal x,(n)€é uma resposta

(48)

livre do sistema com deslocamento inicial x,(0) e velocidade inicial sendo zero. Entao,

no contexto pratico o niumero de amostras é limitado, portanto, € usada a média
aritmética de diferentes segmentos como aproximag¢ao do valor esperado do sinal
(Ibrahim, 2001). Assim, as fungbes RD podem ser computadas, como.

R, 0=~ Yt +LJT, () (49)

Em que, N é o numero de segmentos extraidos da resposta dinamica x, e 7 @)

€ a condicdo em x, para extrair os segmentos. Além, da condi¢cao de uma passagem
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de nivel determinado em x; outro tipo de condigdes podem ser estabelecidas, tais

como: passagem de pontos positivos, passagem de zeros e extremos locais (Asmussen,
1997). Assim, as diferentes condigdes, podem ser.

T (t)= {al <x; () <ay,v <x,(0) < vz} condi¢do geral

(50)

7;/ (t)= {xj(t) =a,~0 < x,(f) < 00} passagem de nivel

T. (t)= {al <x;(f)<ay,~0<x,(1) < 00} passagem de pontos positivos
ij_ (t)= {xj (1)=0,0<x,(#) < oo} passagem de zeros

T, (t)= {0 < x(1) <oo,x,(0) = O} extremos locais

Devido a que nas aplicacdes praticas existem problemas tais como: o ruido no
sinal e limitagbes no tempo de aquisicdo, umas das condi¢des de promediado que
produze melhores resultados na exatidao da avaliacao das fungdes RD ¢é a condigéo de
passagem de pontos positivos, principalmente porque a quantidade de segmentos para
o promediado é maior que nas outras condigdes (Asmussen, J., Ibrahim, S. e Brincker,
R., 1998). Um exemplo, desse fato é o trabalho de Ye, Feng et al. (2012) no qual foi
mostrado que para uma resposta total de 10seg com uso da condigdo de pontos
positivos limitados entre um 1/3 e um 1/2 da maxima amplitude resulta uma diminuicdo
notavel do ruido para o calculo da fungdo RD de um comprimento de 2seg, comparado
com o calculo para uma condi¢cao de passagem de nivel.

Se as respostas x, e x;sdo processos estacionarios gaussianos de média zero

e é aplicada a condigao geral (Equagéao (50)) existe uma relagdao fundamental entre as
fungbes RD e as fungdes de correlagédo e suas derivadas, dada como (Brincker et al.,
1992; Asmussen, J. C., Ibrahim, S. e Brincker, R., 1998).

R, R O
2 a 2 v

o, a, (51)
2 ‘A ' o ~ .
Em que, o, "€ a covariancia do processo x; e os niveis a e v sdo determinados

RD, . )=

kaj

da fungéo de densidade de x;,

a V2

[xs, a5, od
a=" y="-= (52)

[, o [ £, e

Finalmente, podem-se identificar trés pardmetros importantes para a
determinacgao das fungdes RD: o tipo de condi¢ao usada para a selecao dos segmentos

T (¢,), os niveis selecionados da respectiva condi¢do a,, a,, v,, v, e a selecédo do
J

tamanho do segmento L.
3.2 FUN(}GES DE DENSIDADE ESPECTRAL.

A determinacdo das fungdes de densidade espectral € a base para as
metodologias no dominio da frequéncia, portanto nesta segdo se apresentaram as
metodologias tradicionalmente usadas como a transformada de Fourier para estimagao
de ditas fungbes a partir de series temporais. Entre os diferentes métodos nao
paramétricos para determinar as funcdes de densidade espectral o método mais usado
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€ 0 método de Welch, (1967) que envolve a determinagao da transformada de Fourier
dos sinais de resposta.

O método de Welch estabelece duas modificagdes ao método de periodograma
médio ou método de Barlett: 1) permite que as amostras de realizagdes randémicas

x,(n)e x;(n) sejam sobrepostas e 2) permite aplicar janelas = (n) a cada amostra de

dados.
No caso, quando é aplicada uma janela @ (n) ao processo randémico é
chamado como de periodograma modificado e define-se, como.
N-1-k

kaxj (k)= % Zw(n)xk (ma@(n)x,(n+k) k=01,..,N-1 (53)

Aplicando a transformada de Fourier na sequencia de correlacdo a seguinte
densidade espectral é obtida.

F[ﬁw/_ (k)]: S, (iw)= %Xuk (io) - Xu,(iw)com U = % f\w(n)f (54)

n=0
Em que, Xu,(iw) e Xu,(iw) séo a transformada de Fourier de @w(n)x,(n) e

@(n)x,;(n), respectivamente. Com o intuito de que ndo exista uma alteracéo da

variancia do processo randémico quando sdo aplicadas janelas temporais as ordenadas
da transformada de Fourier devem ser dividas pelo valor quadratico médio da janela U.

Entdo, supondo que as amostras x,(n)e x,(n) estiveram deslocadas por D
pontos e cada amostra tivera um comprimento L, entdo a g amostra vem dada por.

L-1-k
Iéw/_ (k), = 1 Z @(n)x, (n+qD)y@(n)x;(n+qD+k) k=0,1,...,L-1
LS (55)
Assim, a quantidade de pontos sobrepostos entre ¢ e g +1 € L-D. Se houver A
amostras ao longo da totalidade dos pontos N, entdo N fica como.

N=L+D(A-1) (56)

Por exemplo, se L=D, entdo ndo existem sobreposicdo de pontos e A=N/L,
ficando igual ao método de periodograma médio. Por outro lado, se as amostras estao
sobrepostas um 50%, fica D=L/2 e A amostras, assim.

=24
L

(57)

Finalmente, avaliando uma média aritmética das densidades espectrais q
sobrepostas e com a aplicagado de janelas o periodograma pelo método de Welch
estabelece-se, como.

A
S (iw)= lZL(Xuk(m)* Xu(io))
i AT UL 1 (58)

Uma estimacao das funcdes de correlagdo pode ser avaliada a partir de aplicar
a transformada inversa de Fourier na Equacéo (58). O método de Welch é um estimador
consistente das fungdes de densidade espectral devido a que sua variancia tende a zero
quando N tende ao infinito. Por exemplo, no caso de uma sobreposi¢cao de dados de
50% e a aplicacdo de uma janela de Barlett, a varidncia do estimador avalia-se, como
(Hayes, 1996).

Var[gx N (ia))] ~ 9—LS2,W, (iw)
i 16N (59)
No aspecto, da aplicagéo de janelas o tipo janela comumente usada para sinais
aleatdrios é a janela tipo Hanning. A formulacao da janela de Hanning é dada, como
(Oppenheim e Schafe, 1989).
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3 _ cos(27m)
w(n)= 0.5(1 N j, 0<n<N (60)

L=N+1

Em que, L é o comprimento total da janela. Nesse sentido, a aplicagao de janelas
no sinal aleatério tem uma grande utilidade para a redugao do efeito de leakage ou
distorcao do espectro. O efeito de leakage é produto da existéncia de um numero nao
inteiro de ciclos no sinal no interior do segmento; essa periocidade € uma assungao
importante do algoritmo da transformada de Fourier que é usado em cada um dos
segmentos no método de Welch, portanto, uma aplicagéo de janelas no segmento tem
como objetivo garantir que o sinal a submeter a Transformada de Fourier tem um
periodo inteiro, tendo um valor de zero no inicio e no final do segmento.

O método de Welch é concebido para reduzir a variancia do periodograma a
partir de aplicar uma média do periodograma. Outro método ndo paramétrico para
reduzir a variabilidade do periodograma é o método de suavizagéo do periodograma ou
método de Blackman e Tukey (1958). No método de Blackman e Tukey a variancia do
periodograma é reduzida a partir de aplicar uma janela a estimacao da fungao de

correlacao IQW (k) (Equacdo 7 ou Equacdo 39) com o objetivo de diminuir a

contribuicdo de elementos nao confiaveis da funcao de correlagcéo. A razdo deve-se que
para valores grandes de k da funcao de correlagao as estimagdes usam menos pontos
na estimacao e, portanto sdo menos confiaveis pelo que deveriam ter menor peso na
estimagao do periodograma. Especificamente, a densidade espectral pelo método de
Blackman e Tukey é dada por.

a5 . _ A —iwk

Sxkxj (l a)) - k;@ kaxj (k)ZU(k)e (61 )
Em que, @ (k) € a janela aplicada na estimacgéo da funcao de correlagdo. Assim

o método de Blackman e Tukey € um estimador consistente da fungdo de densidade

espectral decrescendo a variancia quando N tende ao infinito (Hayes, 1996).
N

Var[SW, (m))] ~ 8%, (ia))i e k)|
’ N (62)
Finalmente, foi mostrado que para uma excitagao gaussiana com média zero as
funcdes de decremento aleatério sdo proporcionais as fungdes de correlacdo (Equagao
(51)), portanto, podem ser usadas como estimadores das fun¢des de correlagdo e das
funcdes de densidade espectral a partir de aplicar a transformada de Fourier. Pode-se
optar igualmente como na Equacéo (61) pela aplicagdo de uma janela temporal, como.

$.. ()= RD,, (bw(k)e™
! = (63)

3.3METODOS NO DOMINIO DA FREQUENCIA.

A base principal dos métodos no dominio da frequéncia encontra-se na definicao
da densidade espectral das respostas do sistema, assim diferentes alternativas com uso
da transformada de Fourier foram expostas na seccado anterior. Entdo, baseado na
hipétese que a excitagdo € do tipo ruido branco, no item 2 pudesse estabelecer que o
calculo da densidade espectral s6 da resposta permite determinar diretamente as
propriedades dindmicas do sistema por sua proporcionalidade com a funcido de
transferéncia (ver Equacao (14)). De modo que as fungdes de densidade espectral
apresentardao picos na amplitude que serdo as frequéncias naturais de vibragao
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amortecidas, as quais para um amortecimento baixo sdo muito préximas as frequéncias
naturais ndo amortecidas (ver Equacéao (28)).

Assim, serdao apresentadas diversas metodologias de identificagdo modal no
dominio da frequéncia analisando limitagdes e vantagens de metodologias tradicionais
assim com também as mais recentes propostas.

3.3.1 Método de selegcao de picos (PP).

O método basico no dominio da frequéncia é a selegao de picos ou Peak
Pincking (PP) que é aplicado ha algumas décadas na identificacdo modal de estruturas
de engenharia civil (Felber, 1993). Esse método € o mais adequado para fazer uma
primeira revisdo na qualidade dos dados e obter uma primeira ideia das propriedades
dinAmicas do sistema. A estimacdo das frequéncias do sistema é baseada na
construgdo da média normaliza da densidade espectral de poténcia (Average
Normalized Power Spectral Densities, ANPSDs), na qual se podem identificar as
frequéncias naturais do sistema através da escolha dos picos de ressonancia no
ANPSDs. Geralmente, a média dos espectros é feito partir de somente os auto-
espectros dos diferentes registros de sinais, através do procedimento seguinte.

N
ANPSD(iw) =%ZNSW (i) (64)
k=1

Em que, N € o nimero de graus de liberdade medidos e NS, , (iw)sao os

espectros normalizado. O espectros normalizados sao obtidos dividendo os auto-

espectros pelas sumas de suas respectivas amplitudes, como.
S (iw)

. _ kak

NSxkxk (la))_ L

Z Sxkxk (la)j)
=1

A normalizagdo dos dados tem como objetivo garantir uma igualdade no
conteudo energético dos diferentes auto-espectros calculados da series de resposta
medidas, devido a que essas medigdes sdo feitas em pontos diferentes da estrutura
com amplitudes diferentes de resposta e possivelmente também em instantes de
tempos diferentes.

As formas modais nesse método sdo avaliadas a partir do uso das fungdes das
funcdes de transmissibilidade entre varios pontos de medigcbes da estrutura com
respeito a um ponto de referencia, da mesma forma como foi descrita no item 2
(Equacao (36)). No entanto, as fungdes de transmissibilidade sédo calculadas a partir das
densidades espectrais calculadas como na Equagéao (37), mas estabelecendo sempre
um ponto de referencia ref, como.

(65)

Sx i X (la))
Trefx/»x,.e/ (la)) = e (66)
Stny (1€)
Assim, exemplificando um sistema com 5 pontos pode-se construir 5 fungbes de
transmissibilidade com referencia a S (iw), aplicando a propriedade mostrada na

xr(’/xm’/
Equacado (35) pode-se encontrar a configuragdo do modo de vibragdo para uma
frequéncia, r com fungdes de densidade espectral, como
1
lim [T%11(i@), T* 2(i0), T*31(i0). T 1 (i0). T*s1(i0)] = o v, v, ¥, .¥,.%] (67)

iw—>A,
Ir

Desse modo, a partir da escolha da frequéncia de ressonancia nas diferentes
fungbes de transmissibilidade sdo avaliados os valores de amplitude e de fase. A fase
¢ utilizada para estabelecer o sentido da amplitude do modo, um valor de fase 0° indica
que j e ref estdo no mesmo sentido, um valor de 180° em sentido oposto.
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A identificagdo das porcentagens de amortecimento no método PP é baseada
na consideracdo que as frequéncias naturais ou picos nas fungdes de densidades
espectrais sao condicionados pela contribuicdo de um sé modo ressonante, portanto,
as vizinhangas da frequéncia de ressonancia podem ser simuladas através de um

oscilador de um s6 grau de liberdade com uma frequéncia @, e uma porcentagem de
amortecimento &,. A anterior aproximagéo s6 pode ser valida quando as frequéncias

associadas aos diferentes modos de vibragdo encontram-se bem separadas e suas
porcentagens de amortecimento sdo baixas.

O fato anterior pode ser demostrado pelo uso da Equacéo (30) que relaciona as
saidas {Xk (ia))} com as entradas {E (ia))} a partir da Equagao de contribuicdo moda,
como.

g, i)} =[¥], B o), 7o)

Com

)], = % (68)

Em que, [f[(ia))leﬁ é contribuicdo do modo z, para uma entrada em r. Entéo,
fazendo uma expansao da Equagao (68) pode-se determinar que a resposta em termos
de contribuigdo modal em um ponto k, vem dada por.

N n N n N n
¢, (i)=Y, Y 1., (oW, (i0)+ ¥, ) H, (oW, (o) +.+¥y ) H, (o)W, io) (69)
r=1 r=1 r=1

Sob assungdo que os modos sao bem separados e as porcentagens de
amortecimentos sdo baixas, a resposta em k na ressonancia € dominada pela

contribui¢éo do correspondente modo de vibragéo z, e a contribuicdo dos outros modos
podem ser despreciaveis, portanto, a resposta em k préximo a frequéncia de
ressonancia i®,, pode-se avaliar aproximadamente, como.

N
g (io)=VY, > H_, (io)W,(io) (70)
r=1

Para a densidade espectral da resposta, caso de interesse, uma representacéo
em termos de uma contribuicdo modal poder ser dada a partir de usar a Equagao (69)
e as equacgoes de densidade espectral mostradas no item 2 (Equagdes (9) e (10))
estabelecendo as seguintes relagdes.

N N N
S, (@) =Yu) H,  (i0)S, (i0)+¥e) H (o), (io)+.+¥Yw) H (o), (o) (71)
r=1 r=1 r=1
N o N N 72
Sp (@)=Y, > H.  (i0)S,  (i0)+¥, 3 H.  (0)S, (iw)+.+¥yD H.  (e)S, (io) (72)
s=1 s=1 s=1

Combinando as Equagbes (71) e (72) obtém-se uma representagdo da
densidade espectral da resposta em termos de uma contribuicdo modal, assim.

y y 2 * . . ’y . ul ul ’y * . . ’y .
S, i0)=¥ H[ZZHM (i0)S,, (io)H., (i)W, +.+D> Y H. (o) S,, (la))H_,‘\,/(za))‘\I’jN}+

r=l s=1 r=l s=1 (73)
N N, N N N, ~

\F*k{ZZHQ,} (i0)S,, (io)H, , (oW, +.+Y. > H. (i0)S, (i0)H. (iw)\}fﬂ} +..
r=l s=1 r=l s=1

ot \I’*k{z A, (0)S,, (o), (o), +.+ XY H,  (i0)S,, (o), (iw)\}fﬂ}

Uma representagao compacta da Equagao (73) é dada, como.

N N N N
S, () = ZZZZ‘PW,, H, ./}*(i )8, (io)H, , (io)¥, (74)

L=14=1 r=I s=1
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De igual forma, se os modos de vibragcado sao bem separados e 0 amortecimento
€ baixo, a resposta ., ., da densidade espectral proximo a frequéncia de ressonéancia

k

iw,, pode ser avaliada aproximadamente, como.

ul ul it * o, . Y .
S, (o) =YY YA, "(i0)S,, (o), , (0)?, (75)

r=1 s=1

Ostermos H_, (iw,) e H_, (iw,) respondem a um modelo de um sistema de
1Jr 1Js

um soO grau de liberdade, portanto, € possivel extrair o amortecimento com técnicas
classicas para sistemas de um sé grau de liberdade, tais como: O método de largura de
meia banda de poténcia (Chopra, 2001) e 0 método de ajuste do espectro tedrico de um
s6 grau de liberdade (ver Equagéao (19)), (Brownjohn et al., 1989).

A principal desvantagem do método PP ¢ a dificuldade para identificar de forma
confiavel as frequéncias naturais do sistema por meio da seleg¢do dos picos na média
do espectro. Essa dificuldade deve-se principalmente a existéncia de modos préximos
um do outro, que geralmente apresenta-se em estruturas civeis. Além, o ruido intrinseco
no sinal que se apresenta no espectro dificulta ainda mais essa sele¢cao de frequéncias
naturais proximas.

3.3.2 Método de decomposicao do dominio da frequéncia (FDD).

As anteriores dificuldades expressadas no método basico de selegao de picos
foram superadas com uma nova técnica conhecida como decomposi¢cao do dominio da
frequéncia (FDD) divulgada por Brincker, Zhang et al., (2000). A base deste método é
a técnica matematica conhecida como decomposigédo de valores singulares (SVD), a
qual é aplicada diretamente a matriz de PSD da resposta para cada frequéncia discreta

za)/.

[S(ia)j )]NxN = [U(imj)]sz [Z(ia)j )]N,\'N [V(ia)j )]NxNH (76)

Em que, N, é o numero de graus de liberdade medidos, H, € a transposta
conjugada, U e V' sao os vectores singulares de S, e X & uma matriz diagonal que
contém os valores singulares de S, da forma X =diag(o,,0,..0y) com

0,20, 2..20, >0.Atécnica SVD encontra-se relacionada com a determinagdo dos

valores e vetores proprios das matrizes S”S e SS”. Os valores singulares de S sdo
iguais as raizes quadradas dos valores proprios u; de S”S e SS”. As colunas de U

contem os vetores préprios unitarios de 55" e as colunas de ¥ os vetores proprios

unitarios S”S . As matrizes S”S e SS” sdo matrizes simétricas, portanto, os vectores
proprios resultantes sao ortogonais entre eles.

O uso da técnica SVD tem sido usado originalmente na area de controle robusto
multivariavel para avaliagao do ganho de um sistema MIMO (Ringwood, 1995), no qual
se faz uma decomposicdo em valores singulares da matriz de transferéncia. Portanto,
aplicar essa técnica na matriz de densidade espectral tera como objetivo, igualmente,
encontrar o maximo ganho do sistema, considerando que a matriz de densidade
espectral seja proporcional a matriz de transferéncia. Essa proporcionalidade é valida
quando o sistema é excitado por um ruido branco como é mostrado na Equacgéao (14) e
que se mostra aqui na forma matricial.

S, (i0)=c*[H, , ()] [1]|H, , (o) (77)
O ganho para um sistema MIMO vem dado pela seguinte relacgao.
Giian Il [l GolF Go] (78)

FGo))  IFGo)

Cadernos de Engenharia de Estruturas, Sao Carlos, v. 17, n. 67, p. 53-85, 2017



Em que, || ¢ a norma Euclidiana. Assim, supondo que a densidade espectral

seja equivalente a fungao de transferéncia o ganho do sistema pode-se representar,
como.

o] [I5. @@))E o)
Gliow) = — = ;
[FGalf — fE G (79)
No caso, que {F, (i)} seja um vector unitario o ganho fica como.
Gliw) = [Sxkx,(ia))]{E_(ia))}(
7 o / (80)

Entdo, pode-se mostrar que a norma Euclidiana elevada ao quadrado de
muItipIicarlekxj (ia))J pela primeira coluna da matriz de vetores singulares, V(iw), é

igual ao maximo valor singular de |_Sxkx_, (ia))J.
[s... colr o[ =(s... iolrio} ) (s.. il io)
={V(iw)}, ([S (ia))]’ [S (ia))]{V(ia))}l )
={V(iw)}, u,(i0){V (w)),
[s.... G ()| = i Go) - 20),, = o, G0) o0
Na anterior equagao foram consideradas as seguintes relagdes:
ls... @)[']s.. (@) (o)}, =u, (o) (o),
Vo)l Vo) =1 (82)

Uma maneira intuitiva de entender o anterior resultado € notando que o, é o
maximo ganho sobre um conjunto ortogonal de dire¢gdes da entrada definido pelos
vetores singulares a direita, V' (iw). Assim, o ganho maximo pode ser obtido quando o

vector de entrada unitario, {F.(im)}, & proporcional ou paralelo, {V(ia))l}. Por outro
lado, pode se notar na parte direita da Equagao (29) de resposta modal, igual a,
{‘P}Tj w. (t)}, que a maxima forga de entrada para um vector unitario W (t) é dada
quando a entrada é paralela ao modo de vibracdo, portanto, pode-se concluir que os
vetores singulares a direita, {V(ia))1 } na ressonancia seréo proporcionais aos vetores

modais, para alcangar o maximo ganho.
Dessa forma, na técnica FDD as frequéncias naturais podem ser avaliadas dos

picos do gréafico de valores singulares, o,(i®), ou maximos ganhos e as
correspondentes formas modais podem ser obtidas dos vetores singulares, {V(ia))l},
em cada frequéncia ressonancia, iw, .

3.3.3 Método melhorado do FDD (EFDD)

A primeira geragdo de FDD pode so6 estimar frequéncias naturais e formas
modais. A segunda geracdo conhecida como melhora do FDD ou EFDD proposta por
Brincker, Ventura et al., (2001), pode estabelecer também as porcentagens de
amortecimento, através de aplicar uma IFFT aos valores singulares vizinhos da
frequéncia natural, a qual € uma aproximacgao da fungao de correlagao de um sistema
SDF. Esta aproximagao também considera o fato que foi demostrado no método PP na
qual as vizinhancgas da frequéncia de ressonancia podem ser modeladas como de um
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oscilador de um sé grau de liberdade. No entanto, o tamanho dessa vizinhanga é
definido através de aplicar o critério de seguranga modal (MAC) entre o vetor singular

{V(ia))l} da frequéncia natural, iw,, e os vetores singulares, j, vizinhos. O critério de
seguranga modal pode assumir um valor entre 0 e 1, na que um valor de 1 significa que
os vetores sdo paralelos e 0 que sdo ortogonais, assim é possivel determinar um limite
minimo para o valor do MAC ¢é escolher a vizinhanga dentro desse valor. O MAC é
determinado a partir da seguinte relagéo.

Vio)) Vo))
o}  iop I\ (o) V(o))

Depois de aplicar a IFFT aos valores singulares escolhidos dentro da vizinhanga
da frequéncia de ressonancia iw, obtém-se uma func¢éo de correlagéo que corresponde
a resposta transiente de um sistema SDF, na qual pode ser calculada a porcentagem
de amortecimento pelo uso da técnica do decremento logaritmico (Chopra, 2001).

No método EFDD a estimacdo das formas modais também é melhorada
considerando todos os vectores singulares dentro da vizinhanga de cada frequéncia de

ressonancia, iw,, ponderados pelo correspondente valor singular.
Finalmente, uma importante caracteristica do método EFDD ¢é que a partir do

uso do indicador MAC, é possivel identificar frequéncias de ressonancia do sistema que
estejam muito proximas sempre e quando elas sejam ortogonais.

MAC =

(83)

3.3.4 Métodos RD-FDD e RD-EFDD.

Como ja foi comentada na secdo de estimacdo de fungdes de densidade
espectral uma possivel aproximacao das funcdes de densidades espectral é aplicando
a transformada de Fourier diretamente as fungdes RD (ver Equagéao (63)). Dessa forma,
com o calculo da densidade espectral por meio das fungdes RD podem ser aplicadas
as técnicas FDD ou EFDD, surgindo desta maneira os métodos RD-FDD ou RD-EFDD,
como foi proposto por Rodrigues e Brincker, (2005).

3.3.5 Método decomposigao do dominio da frequéncia-espago (FSDD)

Uma terceira geracdo do método FDD é a decomposicdo do dominio da
frequéncia-espaco (FSDD) desenvolvido por Zhang, Wang et al., (2010). O método faz
uso da decomposi¢cdo da matriz espectral pela via de valores singulares, ao igual que
faz o método FDD. No entanto, o método anterior EFDD avalia o amortecimento a partir
de aplicar o método decremento logaritmico a funcdo de correlagdo avaliada pela
aplicagao da IFFT aos valores singulares vizinhos da frequéncia de ressonancia. Nesse
aspecto, o calculo da IFFT com um espectro truncado pode causar erros na estimagao
do amortecimento, principalmente quando existem frequéncias naturais muitos
préoximas.

Desse modo, o método FSDD foi desenvolvido para eliminar o anterior tipo de
problema do método EFDD. O método FSDD faz uma transformagéo linear da matriz
espectral, pre-multiplicando e pos-multiplicando o vector singular correspondente a uma
frequéncia de ressonancia, iwm,. Assim, fazendo uso das propriedades de
ortogonalidade entre os modos de vibracdo a nova matriz espectral obtida tera um
comportamento de um SDF.

A anterior propriedade da matriz de densidade espectral pode ser demostrada
partir de usar a Equacéo (74) na forma matricial e pre-multiplicando e pos-multiplicando
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por um vector singular {V(ia))l} da frequéncia de ressonancia i@, que igual ao modo
de vibragdo {¥, }, assim.
Sutio) =10} [0 ] o)), [s o)) rGe] Ty ], e

=, [ ao s, o), JaGo)., ) com 5, = {(1) j:} (84

O 6, ; estabelece a propriedade de ortogonalidade dos modos de vibragao, em

que {¥,} {‘I’j}zl sel=je{¥} {‘P_/}:O se [ # j . Uma representagdo em termos
de uma somatodria poder dada, como.

S, (@) = ﬁ: f“ A, (o)S,, (o)l (io) (89)

r=1 s=1

Em que, os termos A_, "(in,) € H,, (iw,) respondem a um modelo de um
sistema de um s6 grau de liberdade na frequéncia de ressonéncia i®,. Pode-se notar

que o vector singular correspondente a uma frequéncia de ressonancia iw, atua nesse

método como um filtro modal da matriz espectral. Entdo, a nova matriz espectral filtrada
pode ser aplicada a IFFT para avaliar a funcéo de correlagédo e avaliar a porcentagem
de amortecimento modal, sem a necessidade do truncamento do espectro.

3.3.6 Método baseado em transmissibilidade.

Os diferentes métodos descritos anteriormente fazem uso da assungéo de uma
excitagao de ruido branco. Com respeito, a essa assungao surge uma aproximagao para
identificar parametros modais em AMO, baseado no conceito de transmissibilidade por
Devriendt e Guillaume (2007). Nessa proposta para analise modal baseada no conceito
de transmissibilidade ndo se precisa que a forga de excitagéo seja considerada como
ruido branco. A forga pode ser arbitraria como ruido colorido, barrido de senos ou
impacto, etc, sempre que seja garantido que estas forgas consigam excitar as
frequéncias do sistema. Por outro lado, geralmente os polos que sao identificados das
medicdes de transmissibilidade ndo correspondem com os polos do sistema, porém,
fazendo uma combinacao de medigdes de transmissibilidade baixo diferentes condicoes
de carregamento € possivel identificar parametros modais (Devriendt e Guillaume,
2008).

No item 2 foi demostrado que o limite da funcao de transmissibilidade quando

iwtende para um polo do sistema , 4, , converge a seguinte relagéo.

j H_ ,(io)F, (io
lim T*.. (i) = lim 209 _ |im w (OF(0) ¥, (86)
io—>A io—4 X/_ (l a)) io—4 HX//A (l a))F;( (l a)) ‘~P/_1

Em que, ¥, e ¥, sdo as componentes modais do modo / nos graus de
liberdade o e j, respectivamente. Assim, pode-se notar que o limite da transmissibilidade

quando tende para um polo 4, é independente da localizacdo da excitacdo, k, é da

caracteristica da excitagdo. Consequentemente, estabelecer uma subtracdo de duas
funcdes de transmissibilidade com os mesmos graus de liberdade de saida, mas com
diferentes entradas k e z, resultam.

: . z . \IJO \IJO 87)
lim (7%, . —Tn =_—d__—d_g (
lgn( o (10) =T, (i) vy

Jl Jl

Isto significa que os polos, 4,, do sistema sdo zeros na fungdo racional,
AT® | (io) = (", (i0) - T7..., (iw)), ©, POrtanto seréo polos na inversa.
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e 1 1 88)
N'TE, , (i) = - (
w0 = ) (T (i)~ T (i)

Note que a fung&o inversa A7+ pode ser reescrita em termos de numeradores

e denominadores das fungdes de transferéncia, como.

AT, (i) = ,al — = 1
AT",. (io) [ H, (o) H,, (ia))J

Hx,/'k (1a)) Hx,f: (za)) (89)

1

(N, (@)D, (i®) N, (io)D,, (i)
N (i©)D,(iw) N (io)D, (i)
N, (io)D,

ok

B (io)N.(iw)D,. (iw)
N, (@)D, (i@)N . (i0)D,, (i)~ N, (i@)D, (i), (i®)D,.(iw)
Assim, é notavel que os polos da fungao racional, podem exceder os polos do

sistema, devido aos zeros N, , N., N,, N, conteudos no denominador. Portanto,

em geral, s6 um subconjunto dos polos de A7+ corresponderam aos polos reais do

sistema.

Para o anterior problema em Devriendt e Guillaume (2008) foi dada uma solugéo
numeérica que consiste em estabelecer uma matriz quadrada de seis medi¢cdes de
transmissibilidade para trés combinacdes de carga diferentes, k, z, e v usando trés
graus de liberdade, o, j, e h, assim.

T, (i0) Tiap(io) T'sx,(i@)
Tiw)=|T s, (@) T ox, (@) Ty, (i)

1 1 1

Entao, considerando o fato que as fungdes de transmissibilidade convergem ao
mesmo valor quando estdo nos polos do sistema, todas as colunas da matriz 7 (iw)

serdo linearmente dependentes. Portanto, o posto da matriz sera igual a 1 nos polos do
sistema. Uma técnica para avaliar o posto da matriz é a avaliagdo dos valores singulares
da matriz, a quantidade de valores singulares da matriz diferentes de zero é igual ao

posto. O anterior significa que o segundo valor singular,c,, converge para zero em

(90)

io=2/,. Assim, os picos do grafico da inversa dos segundos valores singulares

1/ o, (iw) coincidem com as frequéncias de ressonancia.

A aproximacao descrita anteriormente considera sé uma entrada ao sistema em
cada uma das fung¢des de transmissibilidade. Porém, na maioria das aplicagdes existe
uma situacao de multiplas entradas. Nessa situagao, a partir do uso da Equacgéao (69) a
transmissibilidade representa-se, como.

N N N
WD . (oW, (i) +¥,, Y H, (oW, (0)+.+¥, > H, (o)W, (io) (91)

r=l r=1 r=1

X, (o) _

Th s (i) = -
X, (iw)

\P,liﬁzl , (i)W, (io) + %i’i (W, (io) +.+ \ymiH , (i)W, (i)
O limite da funcédo de transmissibilidade para multiplas entradas quando iw

tende para um polo do sistema 4, € o mesmo valor como para uma sé entrada, dada
por.
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Ly (o)W, (i) + ¥, ZV:H LW, (i0)+.+¥,, ﬁ:H , (i)W, (iw)

r=1 r=1

N N
L (oW (i0)+¥Y, ) H.  (ioW,(io)+.+¥, > H
r=1 r=1

in—>4 o>

N
v SN A
. F, . _1; 01;
lim 7%, (iw) = lim -
¥, H cur, (O, (i)
r=1
N A
v, A, (o)W, (io) (92)
r=1

N
\IJ/IZ H,, (io)W, (i)
r=1

O anterior conclui que o procedimento é ainda aplicavel para multiplas entradas,
W_, ao sistema.

Outra aproximacgao similar para analise modal com uso de transmissibilidade &
dada em Devriendt, De Sitter et al. (2010) , na qual relaciona-se as transmissibilidade
multivariavel , (Riberio, Silva e Maia, 2000), que ndo cumprem com a propriedade
expressada na Equacgao (87), com umas fungdes chamadas como “seudo-fungbes de
transmissibilidade escalar”. Estas “seudo-fungbes de transmissibilidade escalar”
cumprem com a propriedade da Equacao (87), portanto, podem-se extrair parametros
modais a partir da fungéo racional (Equagéo (88)). No entanto, estas “seudo-fungbes de
transmissibilidade escalar” também s&o calculadas a partir de trés condi¢gbes de carga
diferentes.

3.3.7 Método baseado em transmissibilidade com densidade espectral.

Uma limitagdo das anteriores metodologias baseada em transmissibilidade é que
devem ser obtidas durante a experimentagao diferentes condi¢des de carga, as quais
podem ser dificeis de obter em grandes estruturas até mesmo com o uso de excitagao
artificial em combinagao com vibragdo do ambiente (vento, trafego, sismo, etc).

Uma solugdo alternativa devido a anterior dificuldade foi apresentada em Yan e
Ren (2012) mediante o uso transmissibilidade com densidade espectral de poténcia
(PSDT). Nesta aproximacao é possivel obter os parametros modais do sistema por meio
da combinacdo de diferentes PSDT com diferentes referéncias de saida para uma so6
condi¢do de carga.

A funcao de transmissibilidade com o uso de funcdes de densidade espectral foi
definida no item 2 na Equagéo (37), como.

5. . (i) DY H\(i0)-H, , (i0)-S, , (io) (93)

—_ r=ls=1

T (io) =

. - N N
50,00 S ie) H,, (i@)-S, , (o)

r=1 s=1

Em que, T, (iw) define uma relagéo das saidas x, € x, com referencia a
saida X, - Como tem sido provado anteriormente para a transmissibilidade, na

transmissibilidade com densidade espectral o limite quando i@ tende para um polo 4,

converge ao mesmo valor que na transmissibilidade. Isso pode ser provado a partir de
usar a Equacéo (73), como.
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(i)
lim 7% ., (io) = lim ”‘7
i o>l § o (iw)

\PI[ZZ iy (i0)S,, (io)H. (o), +.. +ZZH o) S, , (io)H, (i) ‘I’M}

=1 sl s=1

‘Pxnz[ ‘

IR O [ ZH; L (@)S, , (o), (i0)¥,, +.+ SA.(0)s,, (o), (im)\ym}

— lll’I} s=1 r=1 s=1 A
NEY { ., (io)S, , (o), (o), +. +ZZH o) S, (o), (o). ‘I’M}

¥ /{ZZH , (o)S, (io)H . ()Y, +. +22H , (o), (iw)H. /(m))‘PM:|

= 1

, (@S, (o)., (o), +.+ 221512:,, “(io)S,, (o), , ()Y, } +..
r=l s=1

™
M

~.M_< i

M'e

5=

=

N e {Z oGS, (o), (i), +.+ ZZE’Z\ L (@)S,, (o), (i), }

o - 4
v (,ZZH s (@)S,, (o)H,, (o), (9 )

LYY AL (@), (o), (o),

r=l s=1

¥,

W
Logo, as PSDTs sao independentes da posigao e caracteristicas da excitagao
quando iw=4,. Do mesmo modo, pode-se estabelecer uma PSDTs com uma

referencia z, diferente, na qual se tende ao mesmo valor quando i@ = 4,

S . *
lim 77, (iw) = lim —~=—— (@) \P*al (95)
io—A io—>4 S (ZC()) Y Jjl

Entéo, estabelecer uma subtracdo de duas PSDTs com os mesmos graus de
liberdade de relagdo, mas como uma referencia de saida diferente, resulta em.

\P ol L*u[_o (96)

lim AT, (i) = lim (T*..., (i)~ T", (i) =

io—2 io—2 /l IP Jl
Isto mostra que os polos do sistema s&o zeros na funcéo racional AT* xx, (i)
(TSF), os quais serdo polos na fungao inversa, A’IT"Z%X}, (iw) (ITSF). Assim, as

frequéncias naturais do sistema podem ser determinadas por uma simples observacao
dos picos das fungdes ITSF. Em Yan e Ren (2012) é adoptado uma média normalizado
das ITSF (ANITSF) para identificacdo das frequéncias naturais. Assim, como as
ANPSDs do método PP, as ANITSF sio definidas como uma média das normalizadas

ITSFs, NA'T*. ., (iw), como.

N
ANITSF(iw) :%ZNAT"ZW] (i) (97)

k=1
Em que, N é numero de NA’IT"ZW/ (iw) escolhidas. As ITSFs normalizadas s&o
obtidas, dividendo as ITSFs pelas sumas de suas respectivas amplitudes, como.

AT, (iw
NA'T* . (i) = - T ) (98)

ZA_ITkzx X, (la))
J=1

Os modos de vibragédo nesta metodologia sao avaliados da mesma forma como
foi descrita no método PP.

4. CONSIDERAGOES FINAIS

As diferentes metodologias tratadas nesta revisdo tém como base na analise de
sinais o uso da transformada de Fourier para passar ao dominio da frequéncia. Porém,
outros tipos de transformadas também s&o objeto de estudo no ambito da analise modal
operacional, tais como a transformada Wavelet e Hilbert, que nao foram tratados nesta

Cadernos de Engenharia de Estruturas, Sao Carlos, v. 17, n. 67, p. 53-85, 2017



revisao. As transformadas de Wavelet e Hilbert sdo efetivas para a analise de sinais nao
estacionarias devido a que fornecem informagao das frequéncias com uma localizagao
no tempo, em conjunto com a informagao de energia e de frequéncia. O uso desse tipo
de transformadas também é adequado para a analise de sistemas nao lineais (Uhl e
Klepka, 2005) ,(Han, Li e Li, 2007).

No entanto, as diferentes técnicas ou métodos descritos nesta revisdo para
avaliar parametros modais podem ser combinados com o uso das transformadas
Wavelet e de Hilbert, como sao: Estimacao de fungdes de correlagdo, o método do
decremento aleatdrio, a técnica SVD, a transformacao linear do espectro (FSDD), e os
métodos que usam transmissibilidade. Exemplos, desses tipos de combinagdes sao
abordados em estudos como em Lardies, Ta et al. (2004), que combina o0 método do
decremento aleatério, com a analise da transformada de Wavelet. O primeiro método
para avaliar a resposta livre do sistema é o segundo para passar ao dominio da
frequéncia e extrair os parametros modais. Em Le e Paultre (2013) usam a transformada
de Wavelet com dados de fungdes de correlagdo e fazem uma decomposicao em
valores singulares, os valores singulares sao utilizados para avaliar frequéncias e
amortecimentos e os vetores singulares para avaliar formas de vibragdo, da mesma
forma como foi descrita no método FDD, mas esses parametros sdo estimados ao longo
do tempo possibilidade que oferece a transformada de Wavelet. E em Yan e Ren (2013)
e usado o conceito de transmissibilidade entres espectros de resposta para avaliar
parametros modais, conceito descrito nesta revisdo, mas em combinagdo com o uso da
transformada de Wavelet para avaliar a resposta espectral.

Na aplicacdo da transformada de Wavelet um das variaveis mais importantes
para o correto uso dessa técnica refere-se a escolha correta da funcdo Wavelet mae
que controla a resolugdo em tempo e frequéncia da analise. Umas das Wavelet mae
mais conhecidas e aplicadas sdo as fungdes de Morlet e Morlet modificada, porém,
estas fungdes contém uma serie de pardmetros que devem ser adequadamente
estabelecidos. Diferentes trabalhos como, Hoa, Tamura et al. (2010), Le e Tamura
(2009) e Hamtaei e Anvar (2008) estudam aproximacgoes diferentes dessas fungdes com
intuito de melhorar a resolugdo em frequéncia e tempo, e dessa forma melhorar a
determinagdo dos parametros modais, para o caso especifico de analise modal
operacional.

Para o caso da transformada de Hilbert, ela € baseada na chamada técnica
empirical mode decomposition (EMD) (Huang et al., 1998). Nessa técnica estabelece-
se uma decomposicao do sinal em uma series de dados intrinsecos quase estacionarios
chamados como intrinsic mode functions IMFs, através de um processo conhecido como
sifting process. As frequéncias contidas em cada IMFs s6 dependem do sinal original e
podem ser consideradas como uma classe de funcio de resposta modal. Desta forma
aplicando o EMD, tém-se trabalhos como em Yu e Ren (2005) e Han, Li et al (2007), o
qual adoptada o uso do EMD como ferramenta de pré-processamento do sinal fazer
uma decomposicao da resposta e aplicar uma técnica de identificagdo modal. Também
em He, Hua et al. (2011) foi combinado o0 método EMD com o método do decremento
aleatdrio. Em que primeiro foi avaliadas as fungdes IMFs para logo processar os dados
pelo decremento aleatério e obter as fungdes de livre decaimento. As fungdes de livre
decaimento sdo expressas analiticamente em termos de parémetros modais e um
problema de optimizacao é resolvido para obter os parametros modais de cada fungao.

Finalmente, na Figura 4 apresenta-se um esquema em que se sistematizam os

principais métodos de identificagdo para analise modal operacional no dominio da
frequéncia.
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Estimativa de fungdes de correlagéo.
-IFFT do periodograma (método direto)
-IFFT do periodograma médio
-Método do decremento aleatério (RD})
31 -Transformada de Wavelet Pardmetros
) -Transformada de Hilbert modais.
inai énci
3 ats -Média do espectro -Frequéncias
e’d (PP} -Formas de
saida St . 5
. -T VD (FDD
x{t) N | -Método de Welch (FFT} EERICASVD) ( vibracdo
' € EFDD) -Amortecimentos
-Transformagdo
| linear do espectro
Método Blackman e Tukey (FSDD)
(FFT) )
-Métodos com transmissibilidade
) FFT 9 (diferentes condic¢des de carga) Vd
\
-Método com transmissibilidade entre
espectros da resposta (somente uma
condigdo de carga)

Figura 4 -- Sistematizacdo dos principais métodos na analise modal operacional no
dominio da frequéncia.

5. CONCLUSOES

Notem-se duas suposi¢des importantes em OMA: 1) uma excitagao de tipo ruido
branco que garante que as frequéncias naturais importantes do sistema serao excitadas,
além de que outro tipo de frequéncias provenientes da excitagcdo nao sera incluido na
saida, e, 2) a excitagdo deve estar adequadamente distribuida na estrutura com o fim
de excitar todos os modos de vibracdo. A partir destas duas suposigdes € possivel
avaliar diretamente os parametros modais importantes do sistema com somente a
informagéao da saida.

Dessa forma, ressaltam-se duas variaveis necessarias para estimar parametros
modais com a informagao de s6 saida e referem-se principalmente a resposta espectral
e as funcgdes de correlagado da resposta. Assim, pode-se estabelecer de modo geral que
a base principal dos métodos de identificagdo modal para OMA no dominio da
frequéncia encontra-se na definicédo da densidade espectral da resposta [s (»)], € para

os métodos no dominio do tempo (n&o tratados nesta revisdo) na definigdo das fungdes
de correlagéo da resposta 7, (k).

Salienta-se a importancia da propriedade da transmissibilidade quando tende a
um poélo do sistema, a qual converge a uma relagcao de amplitudes de modos vibragao
que nao depende das carateristicas das forgas de excitacdo. A partir dessa propriedade
se pode notar na atualidade uma abordagem diferente da analise modal operacional na
qual nao é considerado uma das mais importantes suposi¢cées da analise, como é a
hipétese que a entrada ao sistema define-se como ruido branco, com um espectro
constante. Suposigao usada pela maioria dos métodos apresentados (PP, FDD, EFDD,
RD-FDD, RD-EFDD e FSDD). Novas e recentes metodologias tém sido propostas nao
baseadas nesta suposi¢cdo, tal como os métodos que usam transmissibilidade,
chamados na literatura como TOMA (Transmissibility Operacional Modal Analysis).
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