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APLICACAO DO METODO DE HOMOGENEIZACAO ASSINTOTICA A UM
PROBLEMA DE VALOR DE CONTORNO COM COEFICIENTES PERIODICOS
RAPIDAMENTE OSCILANTES

Maria do Socorro Martins Sampaio' & Gabriel Lopes da Rocha?

Resumo

Estuda-se um problema de valor de contorno relacionado ao comportamento elastico de uma barra,
heterogénea, com didmetro desprezivel e comprimento unitario submetida & acao de uma forga de corpo
periodica e rapidamente oscilante. A propriedade mecénica da barra varia rapidamente de forma
periodica e continua. Apresentam-se a solucdo analitica do problema e a aplicacdo do método de
homogeneizagdo assintdtica para obter a expressdo da propriedade efetiva e a equagdo do problema
homogeneizado relacionado ao comportamento macroscopico da barra. Apresenta-se um exemplo
numérico onde a propriedade da barra e a forca de corpo variam segundo leis senoidais. A
convergéncia da solucdo do problema original para a solucdo do problema homogeneizado
correspondente e para a solucdo aproximada obtida com o método de homogeneizacdo assintotica é
analisada computacionalmente.

Palavras-chave: Método de homogeneizagdo assintética. Problema local. Equacdo homogeneizada.
Coeficiente efetivo. Elasticidade linear.

ASYMPTOTIC HOMOGENIZATION METHOD APPLIED TO A BOUDARY
VALUE PROBLEM WITH QUICLY OSCILLATING PERIODIC COEFFICIENT

Abstract

In this paper, a boundary value problem related to the elastic behavior of a heterogeneous bar with
negligible diameter and unit length subjected to the action of a periodic and rapidly oscillating body
force is studied. The mechanical property of the bar varies rapidly in a periodic and continuous way.
The analytical solution to the problem and the asymptotic homogenization method application to obtain
the effective coefficient and the averaged equation related to the macroscopic behavior of the bar is
presented. A numerical example which the constitutive properties and body force vary according to
sinusoidal laws is introduced. The convergence of the solution of the original problem to corresponding
averaged equation is analyzed computationally.

Keywords: Asymptotic homogenization method. Local problem. Homogenized equation. Effective
coefficient. Linear elasticity.

1 INTRODUCAO

A necessidade de estruturas cada vez mais leves, mais rigidas, mais resistentes a abrasdo, ao
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2 Aplicacdo do método de homogeneizacdo assint6tica a um problema de valor de contorno com...

impacto e a corrosao representa uma das principais motivagdes para a aplicagdo dos materiais
compaositos na engenharia estrutural.

Estes materiais resultantes da combinacdo de dois ou mais materiais diferentes, além de reunir
todas as propriedades de seus constituintes, podem ainda apresentar um conjunto de propriedades
que nenhum de seus componentes apresenta individualmente. Esta caracteristica, muito desejavel, fez
com que se intensificasse a aplicacdo dos materiais compodsitos nas mais diversas areas da
engenharia civil, aeroespacial, aeronautica, naval e biomédica nas ultimas décadas.

Em muitas aplicagbes da engenharia estrutural é necessario conhecer os campos de
deslocamentos, tensdo e deformagdo da estrutura analisada. Quando constituida por material
compésito, a boa previsdo do comportamento da estrutura, ou seja, destes campos, depende de uma
boa descrigao das caracteristicas e propriedades efetivas desse material.

Para determinar de forma satisfatéria as propriedades mecéanicas e o comportamento dos
materiais compdsitos é importante determinar um modelo micromecanico que nao seja nem muito
complexo e, consequentemente, de dificil resolugdo, e nem muito simples que nao reflita as
propriedades mecanicas e o comportamento real do material. De modo geral, é possivel observar na
microestrutura dos compdsitos a existéncia de um elemento representativo que reune todas as suas
propriedades fisicas e geométricas. No caso dos materiais compdsitos com estrutura periddica, o
elemento representativo pode ser a célula de periodicidade do mesmo. A existéncia deste elemento
representativo facilita a aplicagdo de métodos matematicos para o estudo e determinagcdo das
propriedades efetivas destes materiais. No caso particular de materiais compdsitos com estrutura
periodica cita-se o Método de Homogeneizacdo Assintotica (MHA) (BAKHVALOV; PANASENKO,
1989).

O MHA pode ser considerado um método de transigdo entre o problema heterogéneo original e o
problema homogeneizado (KALAMKAROV et al., 2009). No MHA busca-se uma solugédo na forma de
uma série assintotica em poténcias de um parédmetro geométrico pequeno, €, com coeficientes que
dependem de uma variavel macroscépica, ou lenta, e outra microscépica, ou rapida (BAKHVALQV;
PANASENKO, 1989). O parametro geométrico ¢ € definido como uma relagdo entre uma
caracteristica geométrica da célula periddica e uma caracteristica geométrica do composto como um
todo. O desenvolvimento assintdtico desta solugdo permite obter uma sequéncia recorrente de
problemas para os coeficientes das poténcias de €. A partir destes problemas obtém-se a equagao do
problema local definida sobre a célula basica e a equagao do problema homogeneizado. A equagao do
problema local permite obter o comportamento microscépico correspondente a um comportamento
macroscoépico dado. A equagao do problema homogeneizado ndo depende da variavel rapida, uma vez
que a oscilagao rapida induzida pela microestrutura foi eliminada. Quando ¢ tende a zero, a solugao
do problema original converge para a solugdo do problema homogeneizado (BAKHVALOV;
PANASENKO, 1989). Este € um dos principais resultados da teoria de homogeneizagao assintética,
pois assegura a possibilidade de homogeneizar um material compésito de estrutura regular, ou seja,
permite estudar o comportamento do sélido compdsito heterogéneo original a partir de um sélido
homogéneo equivalente.

Muitos sdo os estudos realizados nas ultimas décadas para melhor entender e descrever o
comportamento dos materiais compdésitos. Na engenharia civil, muitos pesquisadores tem se dedicado
ao estudo de misturas asfalticas, como por exemplo, o concreto betuminoso usinado a quente e a areia
asfalto usinada a quente, empregados em obras de pavimentagdo (ALLEN et al., 2003; BERTHELOT
et al., 2003; SOUZA, 2005). Porém, grande destaque merece o concreto de cimento Portland que
segundo (MEHTA; MONTEIRO, 2008) além de ser o material de constru¢cao mais utilizado é o segundo
material mais consumido no mundo perdendo apenas para a agua. Este material comumente
constituido por cimento, brita, areia e agua, além de conferir forma as constru¢des, quando associado
ao ago desempenha importante fungao estrutural nas edificagdes. Embora seja um material compdsito,
anisotropico e heterogéneo é pratica comum de projeto modela-lo, por simplicidade, como um material
isotrépico e homogéneo. Devido a sua microestrutura altamente complexa é muito dificil elaborar
modelos realistas a partir dos quais o comportamento deste material possa ser previsto com
confiabilidade. O conhecimento da microestrutura e das propriedades individuais dos constituintes do
concreto e a relagdo entre eles serve para auxiliar no controle de suas propriedades (MEHTA,;
MONTEIRO, 2008). Com o surgimento de métodos matematicos que permitem modelar estes
materiais e obter suas propriedades efetivas, observa-se um grande numero de trabalhos que se
propéem a levar em consideracao as caracteristicas reais deste material e assim melhor caracteriza-lo
e explora-lo nas aplicagdes. Por exemplo, os métodos de homogeneizagdo como o MHA podem ser
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empregados para obter os valores das fragbes volumétricas dos constituintes do concreto que
otimizam as suas propriedades efetivas.

(CABRILLAC; MALOU, 2000) utilizam uma técnica de homogeneizacdo baseada no método dos
elementos finitos para modelar o comportamento mecanico e determinar as propriedades efetivas de
um material poroso anisotrépico com poros elipsoidais uniaxialmente orientados. Os autores
observaram que para um mesmo nivel de porosidade, os materiais com poros elipsoidais sao mais
rigidos do que materiais com poros esféricos, e destacam a importancia do método no estudo do
comportamento de concretos aerados. (ELDEEN; TANIGUCHI, 2006) utilizam o MHA para simular o
comportamento mecénico de concretos reforcados com fibras de acgos. As fibras curtas sao
usualmente espalhadas na matriz de forma aleatéria e, por isso, tal estrutura é de dificil modelagem.
Para ser analisada pelo MHA esta distribuicio aleatéria precisa ser transformada em uma distribuigao
periddica equivalente. Baseados na hipétese de que o comportamento do material com distribuicdo
aleatéria apresenta quase as mesmas propriedades que o material com as fibras combinadas nas
diregcbes perpendiculares, os autores propdem uma distribuicdo periddica para a célula basica e
deduzem as condigbes de contorno na mesma. Além disso, os autores deduzem as propriedades
efetivas do material homogeneizado para os casos plastico e elastico e apresentam um exemplo
numérico em que estudam o efeito da fracdo de volume das fibras nas propriedades do material.
(FARAGE et al., 2009) utilizam o MHA para determinar a propriedade efetiva de concretos leves a
partir das propriedades elasticas do agregado e da argamassa empregados em sua composi¢do. Os
autores realizaram simulag¢des numéricas para concretos fabricados com a mesma argamassa € cinco
tipos de agregados leves, com fragbes volumétricas variadas. Os erros entre os resultados obtidos
com as simulagdes numéricas do MHA e os resultados experimentais foram inferiores a 3%.

Em aplicagbes mais gerais cita-se o trabalho de (BRAVO-CASTILLERO et al., 2006) que aplicam
o MHA para obter formulas para as propriedades efetivas de compostos elasticos reforcados com
fibras circulares distribuidas em células periddicas hexagonais e estudam os casos limites de fibras
vazias ou infinitamente rigidas. (BRAVO-CASTILLERO et al., 2009) aplicam o MHA para determinar as
expressoes analiticas das propriedades efetivas de compdsitos multilaminados termo-magneto-eletro-
elasticos periédicos.

O objetivo deste trabalho é aplicar o MHA a um Problema de Valor de Contorno (PVC) relacionado
ao comportamento elastico de uma barra heterogénea de didmetro desprezivel e comprimento unitario.
A propriedade da barra oscila periddica e rapidamente. A barra esta submetida a acao de uma forga de
corpo também rapidamente oscilante. O trabalho foi organizado conforme descrito a seguir. Na se¢éo
2 descreve-se o PVC estudado, obtém-se a expressao da solugdo analitica do problema original,
aplica-se o MHA ao estudo do PVC e obtém-se a expressdao da solucdo analitica do problema
homogeneizado. Na secéo 3 obtém-se as expressdes das solugdes analiticas para o problema original,
para o problema homogeneizado e para a solugédo aproximada obtida com o MHA considerando o caso
particular em que a propriedade da barra e a forga de corpo sédo descritas por leis senoidais.
Finalmente, a analise de convergéncia das solugdes obtidas €& apresentada na subsecido 3.3 e a
conclusdo na secao 4.

2 O MHA APLICADO AO ESTUDO DE UM PVC COM COEFICIENTES PERIODICOS E
RAPIDAMENTE OSCILANTES

Nesta secdo, apresenta-se a solugao analitica de um PVC que modela o comportamento
elastico de uma barra heterogénea com didmetro desprezivel e comprimento unitario submetida a agéo
de uma forca de corpo periddica e rapidamente oscilante e aplica-se o MHA para obter uma solucao
formal para este problema.

2.1 Descricao do PVC

Seja uma barra que ocupa uma regiao 2, com um contorno 062, heterogénea, com didmetro
desprezivel e comprimento unitario submetida a acdo de uma forca de corpo, f, periddica e
rapidamente oscilante. Como o didmetro é desprezivel, assume-se Q =(0,1) com 0Q = {0,1} . Seja k o

coeficiente de rigidez da barra e u o deslocamento mecéanico. O problema de valor de contorno
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4 Aplicacdo do método de homogeneizacdo assint6tica a um problema de valor de contorno com...

consiste em achar o deslocamento u:[0,1] - R tal que

d du ]
d—X(k(x/s)d—ijf(x,x/s), x e€(0,1), (1)
u(0)=0, (2)

u(1)=1, (3)
onde k(y) ¢ da classe C*([0,1]), positiva, limitada e 1-periédica e f(x,y) ¢ da classe C*([0,1]x[0,])

e 1-periédica em y, sendo y =x/e com O<g<<1.

2.2 Solucéo analitica do PVC

Considerando as propriedades das fung¢des k(y) e f(x,y) descritas anteriormente, pode-se
integrar a Eq. (1) como

du 1 x
RO /S)UO f(s,s/s)ds+C1] @
Integrando a Eq. (4) tem-se
X 1 0
ux,e)= k(e—/g)Uo f(s, s/s)ds+C1}d6+Cz. (5)

As constantes C, e C, na Eq. (5) sdo obtidas a partir das condigbes de contorno do problema
dadas pelas Egs. (2) e (3). Utilizando a condigédo que u(0)=0 dada na Eq. (2) chega-se a C,=0.
Portanto a Eq. (5) fica

x 1
u(x,s):J‘OW/g)[

Utilizando a condigdo que u(1) =1 dada na Eq. (3) obtém-se da Eq.(6) que C, é dada por

_ ;k(;/g)[ ['f(s, s/g)dste

[\f(s.s/e)ds + CJdt. (6)

11 (7)
[ ——do
ok(6/e)

Finalmente, substituindo C, na Eq. (5) chega-se a express&o da solugdo analitica do problema
original descrito pelas Egs. (1)-(3) dada por

11 0
1—_[ U f(s,s/s)ds}de
X 1 0 0k(0/e 0
)= i (oo — /fz o™
0k(0/¢

de. (8)

2.3 Homogeneizacdo do PVC: aplicagcdo do MHA

O MHA pode ser considerado como um método de transigdo entre o problema original, que
contém na sua formulagcdo um pardmetro pequeno relacionado as pequenas dimensdes dos
constituintes do compdsito, e o problema homogeneizado, cuja solugdo nado depende da
microestrutura do material. As propriedades efetivas deste material homogéneo equivalente sao
determinadas através da solugcdo dos chamados problemas locais formulados sobre a célula basica do
material compadsito. Além disso, a partir dos problemas locais podem-se determinar as tensdes e as
deformacgdes no material compdésito (KALAMKAROQV et al., 2009).
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Para obter uma solugédo formal do problema dado pelas Egs. (1)-(3) pelo emprego do MHA
utiliza-se a assintética

u® = gu, (X, y) + 'u (X, y) + °U, (X, ¥) + ..., (9)
onde u,(x,y) sao fungdes 1-periddicas em y, ou seja, u(x,y+1)=u(Xy).

Derivando a assintética u'’ dada na Eq. (9) em relagéo a variavel lenta ou global, x, aplicando

1006 06

a regra da cadeia did)(x,y) :_a_+a_’ agrupando-se os termos em poténcias de ¢ e multiplicando a
X goy OX

equacao resultante por k(x/¢), obtém-se

au” .0 ou, 0 ou, 0 0
()2 o () 2ot B o () R st e )

oy oy

a4 k(i)@j a Eq. (10) resulta na expresséo
dx °7 dx

()
= k) B o ) e o L () 2o

K T o k() B o () 2o () B o

Novamente, aplicando-se a regra da cadeia a cada um dos termos da Eq. (11), tem-se que

Ly :g-zg(k( )aalt)j+g‘1a—i[k(§)%j+g‘1%(k(f)%j+g°§x(k(§)%j+
BTN N TR T YRRV DR P 1
: ay{k( )6yj+8 ax(k(c)ay}g 6y(k(a)6xj+g ax(k( )axj+ (12)
soi(k(f)%j+s1i[k(§)%j+s1i[k(f)%}rszi[k( £ 2 j+
oy oy OX y oy oy OX oy

16}
Utilizando o operador L, definido como (. —i(k (i)ij na Eq. (12) e agrupando-se os

Aplicando o operador L (-)

(11)

op\ °
termos em poténcia de ¢ na expressao resultante, obtém-se
Lu™ =2H_,(x,y)+& H (%) +Hy (X, ¥) + ... + eH.(x,y) +... ~ (X, y), (13)
onde os coeficientes H. s&o dados por
H,(x,y) =L, u,, (14)
H,(x,y)=L,u, +L,u, +L u,, (15)
Hy(X,y) =LgUo +Lu, +L,u, +Lu,, (16)
H(xy)=L,u+L u, +L,u  +L u.,. (17)

Na Eq. (13) busca-se que Lsu <) seja uma assintotica de f, ou seja, para cada ne N existe m,

tal que Lu ) _f= O(e") para todo m>m, quando ¢-—0, sendo u™ ZS‘ui(x,y). Para maiores
i=l

detalhes ver, por exemplo, (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989).
Logo, os coeficientes H, na Eq. (13) devem satisfazer as rela¢des

Ho(xy) =0, (19)
H.(xy)=0, (19)
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6 Aplicacdo do método de homogeneizacdo assint6tica a um problema de valor de contorno com...

H, (x,y) = f(x,x/e), (20)

H(x,y)=0,paraix1. (21)

As Egs. (18)-(21) constituem uma sequéncia recorrente de problemas a partir dos quais se
obtém as expressdes das fungdes u, i=0,12,..., elimina-se a oscilagéo rapida do problema original,
obtém-se as equagdes do problema local e do problema homogeneizado e a expressao do coeficiente
efetivo.

Para resolver o sistema de equagbes dado nas Eq. (18)-(20) emprega-se o lema descrito a
sequir.
9
oy

Entdo, a condigdo necessaria e suficiente para que a equagado L, /N=F tenha solugéo na classe das

oN
Lema: Seja L, ,N= (k(y)gj e sejam N(y) e F(y) fungdes diferenciaveis 1-periddicas.

;
fungdes 1-periddicas é que a média da fungdo F(y) seja zero, ou seja, <F(Y)> = _[F(y)dy =0.
0

A prova deste lema pode ser encontrada no livro de (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989).

2.3.1 Problema H_,=0: Eliminacao da oscilagéo rapida do problema original

Escrevendo-se o problema H , =0 dado na Eq. (18) em sua forma expandida tem-se que

0
i[k(f)M] 0. (22)
oy oy
Integrando a Eq. (22) em relacao a variavel local, y, e uma vez que k(f) >0 resulta
auO(X’y) — C(X) . (23)
o k(x)

Uma vez que k(y) é limitada, é possivel aplicar o operador média a Eq. (23) notando que u, é

1-periddica em y, obtendo-se que C(x)=0, de onde

auo(X,Y) :0’ (24)
oy
ou seja, que u, € independente da variavel rapida ou local, y, denotado como
Up(X,Y) = Vo (X), (25)

eliminando-se assim a singularidade dos termos com poténcias negativas em ¢ e a oscilagdo rapida
do problema.

2.3.2 Problema H.;=0: Equacao do problema local

Escrevendo-se o problema H , =0 dado na Eq. (19) em sua forma expandida tem-se que

9 k(g)% L9 k(f)% L9 k(f)% —0. (26)
oX oy oy oX oy oy

Utilizando o resultado dado na Eq. (24), a Eq. (26) reduz-se a

K k(i) dv,(x) N ou,(x,y) 0. (27)
oy| ** dx oy

Integrando a Eq.(27) em relacdo a variavel rapida y, e uma vez que k(x) >0 obtém-se
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dvy(x) , ou(xy) _ 1
dx oy k(y)
Aplicando o operador média em ambos os lados da Eq. (28), obtém-se
r dvo(x)dy+J1 ou,(x,y dy = C(x I dy (29)
0 dx o oy ok(y)

Devido a 1-periodicidade de u,(x,y) em relagdo a variavel y, conclui-se que

C(x). (28)

30
L 0
A partir da Eq. (30) obtém-se a expressao de C(x) dada por
-1
Cx)= () Db, (31)
k(y) dx

onde <1/k(y)>71 € o coeficiente efetivo da barra homogeneizada denotado como K.

Substituindo-se C(x)dada na Eq. (32) na Eq. (28) e uma vez que k(y) >0 e limitada, tem-se
dv,(x) + ou,(x,y) _ 1 K dv,(x) _

(32)
dx oy k(y) dx
Isolando o termo que contém u,(X,y) na Eq. (32), tem-se
au1(le) — 1 R _1 dVO(X) . (33)
oy k(y) dx

Integrando-se ambos os lados da Eq. (33) em relacdo a variavel rapida y e resolvendo a
expressao obtida, tem-se a seguinte expresséao

dv,(x
u,(x,y)= j (—K 1]d d)(( ). (34)
A Eq. (34) pode ser reescrita como
(xy) =Ny 2o, (35)
X
onde,
N,(y) = jy(i—qdr | (36)
o\ k(z)

Nota-se que, usando o método da separagdo de variaveis (WEINBERGER, 1965), pode-se
procurar u,(x,y) na forma

ui(x,y)zNi(y)diL(iX), i=12,.... (37)
dx

Reescrevendo a Eq. (27) como

O (190D, 8 (1 oy 20(xY)

S5 k™00 =

o primeiro termo na Eq. (38) pode ser escrito como

0 [k (y)aVO(X)j _ dve(x) dk(y)

oy ox dx dy

Substituindo-se a Eq. (39) na Eq. (38), tem-se

(39)
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8 Aplicacdo do método de homogeneizacdo assint6tica a um problema de valor de contorno com...

dk
2 ey 20) | 9K (Y) 8wy 0
oy oy dy  dx

Substituindo-se u,(x,y) dado na Eq. (35) na Eq. (40) e como v,(x) € uma fungdo que depende
apenas da variavel lenta, x, obtém-se

9 () N | Vo) _ _ dkly) dvo(x) @)

dy dy dx dy dx

Reorganizando os termos da Eq. (41) chega-se a equagao do problema local definida sobre a
célula periédica dada por

d dM,(y) | _

onde M,(y)=N,(y)+Yy. Nota-se que a Eq. (42) satisfaz as condigbes do lema enunciado acima, de

onde a existéncia da fungéo N,(y)=M,(y)—y esta garantida.

2.3.3 Problema Hy=0: Equacéo do problema homogeneizado e expressao do coeficiente efetivo

Reescrevendo-se o problema H, =0 dado na Eq. (20) em sua forma expandida tem-se

0 ou 0 ou 0 ou 0 ou

k()= k() = k() = k() === | =f . 4

ay( () ayJ+ax( () ayJ+ay( () 6x}+6y[ () 8y} (xx/2) (43)

Isolando o termo u,(x,y) na Eq. (43), resulta

0 ou 0 ou 0 ou 0 ou

k()22 = - k()0 k()22 - k()= | 4 f 44
ou seja,

Lu,=-L u,-L u -L u +f. (45)

Para que exista a solugdo u, da Eq. (45), ela deve satisfazer as condigbes do lema enunciado
acima, ou seja, que
F=-L,u, -L,u -L,u +f (46)

seja tal que <F(y)> =0. Entao, aplicando-se o operador média a Eq. (46) e igualando a zero, tem-se
(Lo —Lyuy ~Lyu, +)=0. (47)

Uma vez que <Lyxu1> =0, a Eq. (44) pode ser reescrita como

(22 )s 22 ))- 0. 48)

Lembrando-se as Egs. (25) e (35), a Eq. (48) pode ser reescrita como

2

<k(y) d“f;y(y)> Ll (49)

de onde se conclui que
2

R ) (50)
€ a equacéao do problema homogeneizado com as condigdes de contorno dadas por

v,(0)=0, (51)

vo(1)=1, (52)

Cadernos de Engenharia de Estruturas, Sdo Carlos, v. 12, n. 55, p. 1-16, 2010



Maria do Socorro Martins Sampaio & Gabriel Lopes da Rocha 9

obtidas substituindo-se a assintética dada na Eq. (9) nas condi¢gdes de contorno do problema original.
Na Eq. (50), K & o coeficiente efetivo dado por
2 dM,(y)
K=(k(y)—//==). 53
< =g > (53)
Utilizando a definicdo de N,(y) dada na Eq. (36), lembrando que N,(y)=M,(y)—-y, e a defini¢cdo

de média de uma funcao, verifica-se facilmente que a Eq. (54) é equivalente a definicdo do coeficiente
efetivo introduzida anteriormente expressa por K= <1/k(y)>71

2.4  Solucao analitica do problema homogeneizado

Seja uma barra homogeneizada com coeficiente efetivo K e seja V,(x) o deslocamento
mecanico. O problema homogeneizado consiste em achar o deslocamento vo(x):[0,1]—>R que

satisfaca a Eq. (50) juntamente com as condigbes de contorno dadas nas Eqgs. (51)-(52). O processo
de obtencdo da expressao da solugéo analitica do problema homogeneizado € o mesmo apresentado
na secao 2.2 e fornece que

U I S3/8 d3d§+X[ ff Ss/s dsdgﬂ (54)

Observa-se que a Eq. (54) é um caso particular da Eq. (8) quando a propriedade da barra, k, é
constante.

3 EXEMPLO: BARRA COM PROPRIEDADE SENOIDAL SUBMETIDA A UMA FORCA
DE CORPO SENOIDAL

Nesta secdo, determinam-se as expressdes das solu¢des analiticas para o problema original,
para o problema homogeneizado e para a solugdo aproximada obtida pelo MHA considerando-se o
caso particular em que a propriedade da barra e a forca de corpo sdo expressas respectivamente por

k(*)=a+bsen(2rn%) e f(*)=bsen(2n%).

3.1 Resultados analiticos

3.1.1 Solucdo analitica para o PVC considerando variagc6es senoidais para a propriedade da
barra e da forca de corpo

Substituindo-se as expressdes k(*)=a-+bsen(2n%) e f(*)=bsen(2rn%), onde k(%) e f(*)
sdo fungbes ¢ -periddicas em relagdo a x, mas 1-periddicas em relagéo a *, na Eq. (8) e fazendo-se

todas as operagdes necessarias, tem-se que a expressao da solugao analitica para o caso estudado é
dada por

1\ 2 b, d 2 b
u(x,e)=<@> { 48712 [1+gsen(7“)}}jok(§) 4871 In[1+asen(2n )} (55)

Na Eq. (55) a e b devem ser escolhidos de forma que In {1 +Esen(2n§)} exista. Portanto,ae b
a

devem ser tais que a>0 e b>-a/sen(2n%).
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3.1.2 Determinacao do coeficiente efetivo

Seja o coeficiente efetivo da barra definido como R:<1/k(y)>_1 e lembrando a definigdo da
média de uma funcéo 1-periddica, tem-se que
_ fL)dy. (56)

<$> °k(y

Resolvendo-se a Eq. (56) para k(*) =a +bsen(2n%) resulta

1 1
- , 57
<k(y)> Ja? —b? 7

para a e b tais que a® >b?. Para outros valores de a e b deve-se calcular a Eq. (56) considerando tal
hipétese.
Substituindo a=1 e b=, resulta da Eq. (57) que o valor do coeficiente efetivo é dado por

.1 1
K = - -0,968. 58
k(y)

3.1.3 Solucéo analitica do problema homogeneizado considerando variagcdes senoidais para a
propriedade da barra e para a forca de corpo

Substituindo k(y) e f(y) na Eq. (54) a solugéo do problema homogeneizado, v,(x), se reduz a

Vo(X)=X. (59)

3.1.4 Solucéo aproximada para o problema original obtida com o MHA

Aproximando-se a solugao dada na Eq. (9) nos termos com poténcias de segunda ordem, tem-
se

u® =%y (x,y) +&lu (x y) + £2U,(x,y) . (60)

Substituindo u,(x,y) dada na Eq. (35) e u,(x,y) dada na Eq. (37) para i=2, a Eq. (60) passa a
ser escrita como

u® = v (x)+eN, (2)vg(x) + &N, (£) vg(x). (61)

Uma vez que a segunda derivada da fungdo V,(X) dada na Eq. (59) é nula conclui-se que a
solugéo u® para este caso particular pode ser aproximada pela solugéo u”, ou seja,

U = vy (x) +eN, (2) vy (x). (62)

Substituindo v,(x) dada na Eq. (59), N,(y) dada na Eq. (37) e k(*)=1++sen(2n%) na
solugdo aproximada u” considerando que a=1e b=1 obtém-se

uM(x,g)=x —ex + £1¢ L B, (63)
1+ 1sen(2ns)

3.2 Resultados numéricos

Nesta secao, os resultados obtidos para o problema homogeneizado sdo comparados com a
solugdo analitica do problema original e com a solugdo aproximada obtida pelo MHA para os
diferentes valores do pardmetro pequeno e=1,+,+ e & .

Cadernos de Engenharia de Estruturas, Sdo Carlos, v. 12, n. 55, p. 1-16, 2010



11

Maria do Socorro Martins Sampaio & Gabriel Lopes da Rocha

3.2.1 Propriedade do material

A Fig. 1 mostra o comportamento da propriedade do material ndo-homogeneizado comparada

com o coeficiente efetivo obtido apds a homogeneizagédo da barra. Em todos os casos, a linha cheia

representa a solugdo para o coeficiente efetivo da barra dada pela Eq. (58) e a linha tracejada,

representa a propriedade do material dada pela fungao seno para os diferentes valores do parametro
pequeno ¢ no intervalo (0,1). Observa-se da Fig. 1 que, a medida que ¢ — 0, a propriedade da barra

oscila rapidamente.

13

13

w o e -
.M\
7
:u-;al
o - - @ L]
- - (=] (=]
(3%
;
\\\
- - -
;
—lov
[
W Y
y
)
P
n,.uc
—1
o - - @ L]
- - [=1 (=]
(3%

0.7

0.8

0.6

0.4

0.8

0.6

0.4

Figura 1 — Comportamento da propriedade do material para diferentes valores de ¢.

Do ponto de vista numérico a oscilacao rapida da propriedade do material € uma caracteristica

desfavoravel, pois exige um grande esforgco computacional para descrever de forma satisfatéria a

solugéo procurada, ou seja, para resolver as pequenas escalas do problema.

3.2.2 Deslocamento da barra

As Figs. 2-5 mostram as curvas da solugéo do problema homogeneizado, v,(x), dada na Eq.

(58), do problema original, u(x,¢), dada na Eq. (55) e da solugdo aproximada, u'”(x,¢), obtida com o

MHA dada na Eq. (63) para os diferentes valores do parametro pequeno ¢ no intervalo (0,1).
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1 —
- -u(x.e)
0.8+ u(1)(x7g)
Vo(X)
0.6
u P
0.4+
0.2
ok \ \ \ \ \ | \ \
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X
n u|
Figura 2 — Curvas das solugdes u(x,e), vo(X), € u"(x,e) para & =1/2.
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Figura 3 — Curvas das solugdes u(x,e), vo(X), € u"(x,¢) para € =1/4.
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1 —
,:1(;:/';{/
0.8 ol
- u(x.g) el
uV(x,e) P
Vo(X) /7,,,/-" /
0.6 e
u T
e )
04+ P
0.2+ '/r'f'{if.’f,
v,/fi'/,ﬁ
0 == ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X
Figura 4 — Curvas das solucdes u(x,e), vo(x) € u"(x,c) para & =1/8.
1 P
- S-o-u(X.E) o g
0.8 uMx,e) e
Vo(X) o
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Figura 5 — Curvas as solucdes u(x,z), Vo(x) e u'"(x,) para & =1/64.

3.3 Anadlise de Convergéncia

Para determinar os erros de aproximagao entre as solugdes estudadas utilizou-se a norma L,
definida como

12
el =[x o

onde e é o erro da aproximacgao entre duas solugdes.
Para o problema aqui estudado foram definidos os seguintes erros de aproximagao
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e, = Vy(X)—u(xg), (63)
e, =V, (x)-u"(x,e), (66)
e, = u(x,g)—u"(x,e), (67)

onde v,(x) é a solugdo do problema homogeneizado, u(x,e) é a solugdo do problema original e
u®(x,e) é a solugédo aproximada obtida com o MHA. Estas solucdes sdo dadas, respectivamente,
pelas Egs. (58), (55) e (63).

As curvas mostradas na Fig. 6 referem-se ao logaritmo na base dez dos erros, log,,(e),
definidos nas Egs. (65), (66) e (67), em relagdo ao logaritmo na base dez da relagéo (1/¢), log,,(1/¢).

AF -
gl
25 -
= 8-
]
B
2 an
_4 al
—o— Vp(X) - u(x,g)
45 - —a— vo(x) - u(xe)
—— u(x,g) - u(x,g)
5 -
55 T T T T T T :
0 0,2 0.4 0,6 0.8 1 1.2 14 16 1,8 2

log,,(1/€)

Figura 6 — Curvas de erros obtidos utilizando a norma L,.

Analisando a proximidade entre a solugdo do problema original e a solugdo do problema
homogeneizado, Eq. (65), e a proximidade entre a solugdo aproximada obtida com o MHA e a solucao
do problema homogeneizado, Eq. (66), observa-se das curvas mostradas na Fig. 6 que em ambos os
casos os erros obtidos diminuem a medida que o paradmetro pequeno ¢ diminui, indicando que ambas
as solugdes, original e aproximada, convergem para a solugdo do problema homogeneizado.
Analisando a proximidade entre a solugdo aproximada obtida com o MHA e a solugdo do problema

original, Eq. (67), observa-se da Fig. 6 que a solugdo u”(x,e) apresenta menores erros do que a

solugédo do problema homogeneizado para grandes valores do parametro ¢ e que converge para a
solugdo do problema homogeneizado quando o parametro pequeno tende a zero. Este resultado
confirma um resultado muito importante do MHA que assegura que a solugao do problema original
pode ser aproximada pela solugdo do problema homogeneizado quando o parametro pequeno ¢
tende a zero no problema original. Quando este ndo é o caso, podem-se utilizar mais termos da
assintética para construir uma solugao aproximada para o problema.
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4 CONCLUSAO

Considerando a grande dificuldade de determinagao das propriedades efetivas de um material
compostos e a relevancia do conhecimento destas propriedades para aplicacdes em projetos e
desenvolvimento de novos materiais o MHA representa uma ferramenta robusta para a determinacao
destas propriedades, uma vez que, assegura a convergéncia da solugado do problema original para a
solugéo do problema homogeneizado conforme observado nos resultados obtidos neste trabalho.
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