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O METODO DE HOMOGENEIZACAO ASSINTOTICA APLICADO NA
OBTENCAO DOS COEFICIENTES EFETIVOS DE UM COMPOSITO
ELASTICO LINEAR

Edmar Borges Thedphilo Prado’; Fabio Carlos Rocha?; Gabriel Lopes da Rocha®; Luciana de Matos®;
Maria do Socorro Martins Sampaio®; Uziel Paulo da Silva®

Resumo

Os materiais compositos possuem uma ampla faixa de aplicagdes em areas tdo distintas quanto a medicina e a
engenharia aeroespacial. O uso destes materiais tem se intensificado nos ultimos anos devido ao ganho em
resisténcia e leveza que proporcionam. O Método de Homogeneizacdo Assintética (MHA) permite obter o
comportamento global de um compoésito para uma dada aplicacdo. Este método leva em consideracdo as
propriedades fisicas, tais como os coeficientes elasticos, e geométricas das fases do composito. Neste trabalho,
aplica-se 0 MHA para construir uma solucéo assintdtica formal de um Problema de Valor de Contorno (PVC) no
contexto da teoria de elasticidade linear anisotrépica com coeficientes periddicos e rapidamente oscilantes.
Obtém-se as equagdes dos problemas local e homogeneizado e as expressdes gerais dos coeficientes efetivos.
Demonstra-se que o tensor de elasticidade efetivo € positivo definido e simétrico.

Palavras-chave: Método de homogeneizagdo assintdtica. Coeficientes efetivos. Elasticidade linear. Anisotropia.

THE ASYMPTOTIC HOMOGENIZATION METHOD APPLIED TO DETERMINE
THE EFFECTIVE COEFFICIENTS OF A LINEAR ELASTIC COMPOSITE

Abstract

Composite materials have a wide range of applications in areas as distinct as medicine and aerospace
engineering. The use of composite materials has intensified in recent years due to the gain in strength and
lightness they can provide. The Asymptotic Homogenization Method (AHM) allows obtaining the overall behavior
of the composite for a given application. This method takes into account physical properties, such as the elastic
coefficients, and geometric properties of the phases of the composite. In this paper, the AHM is applied in the
construction of a formal asymptotic solution for a Boundary Value Problem (BVP) in the context of the
anisotropic linear elasticity theory with rapidly oscillating periodic coefficients. Equations for both the local and
homogenized problems and general expressions for the effective coefficients are obtained. It is shown that the
effective elasticity tensor is positive definite and symmetric. .

Keywords: Asymptotic homogenization method. Effective coefficients. Linear elasticity. Anisotropy

1 INTRODUCAO

Os materiais compdsitos constituem uma classe de materiais heterogéneos caracterizados por
apresentar seu dominio ocupado por dois ou mais materiais homogéneos diferentes, distribuidos de
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forma periddica ou aleatéria. Este tipo de material é de grande interesse por combinar as diferentes
propriedades de seus constituintes, tais como rigidez e resisténcia, a reducao de peso e a flexibilidade
de projeto. Assim, nos ultimos anos pesquisadores de diferentes areas, abrangendo desde a medicina
até a engenharia aeroespacial, ttm se dedicado ao desenvolvimento de novas metodologias de
previsdo do comportamento desses materiais e ao estudo de suas aplicagoes.

Em particular, (HAYASHIDA et al., 1997) apresentam uma revisdo sobre a aplicagao das fibras
de carbono na engenharia civil e na arquitetura. Segundo estes autores, as fibras de carbono tém sido
tradicionalmente empregadas com finalidade estrutural ou funcional na obtengdo de compésitos
avancgados aplicados, principalmente, nas industrias aeroespacial e esportiva. Na engenharia civil e
arquitetura as fibras de carbono sdo empregadas na obten¢do de concretos especiais, tais como o
concreto reforgado com fibras de carbono. As fibras de carbono podem ser unidimensionais curtas, ou,
longas, bidimensionais, ou, tridimensionais. As fibras curtas sdo empregadas no concreto com a
finalidade de obter um material isotropico utilizado em pecgas estruturais solicitadas por grandes
momentos. Ja as fibras longas s&do empregadas em uma dire¢cado preferencial com o objetivo de
reforcar o membro estrutural naquela direcdo. Analogamente, as fibras bidimensionais séao
empregadas para reforcar membros estruturais, tais como pilares de pontes, segundo duas dire¢cbes
preferenciais. Finalmente, as fibras tridimensionais sdo empregadas como reforgo interlaminar para
melhorar a resisténcia a delaminacido dos membros estruturais. Além de descrever o processo de
fabricacao destas fibras, os autores apresentam as formas de aplicagao e as propriedades de cada
uma delas.

Para aperfeicoar o desempenho e as aplicagbes dos materiais compdsitos, € necessario
conhecer suas caracteristicas e determinar suas propriedades efetivas. Evidentemente, materiais
compositos providos de microestruturas complexas ou aleatérias ndo sdo simples de modelar. O
método de homogeneizacao (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989) é bastante utilizado no
modelamento destes materiais. Ele consiste em substituir o problema original associado ao soélido
heterogéneo por um problema homogéneo equivalente com coeficientes efetivos constantes.

Compdsitos com estrutura periddica permitem definir um elemento representativo de volume
contendo todas as suas caracteristicas fisicas. No processo de homogeneizagéo, utiliza-se este
elemento representativo para se obter um meio globalmente equivalente e homogéneo do compadsito.
As constantes que caracterizam este meio homogeneizado sdo denominadas coeficientes efetivos. A
medida da homogeneidade equivalente é dada pela proximidade entre as solugdes do problema
original sobre o0 meio heterogéneo e a do problema homogeneizado.

Dentre os meétodos de homogeneizagdo propostos para obter um modelo constitutivo,
adequado para a determinacgao dos coeficientes efetivos dos compdsitos com estrutura periédica, cita-
se o Meétodo de Homogeneizacdo Assintética (MHA) (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989;
BENSOUSSAN et al., 1978; SANCHEZ-PALENCIA, 1980).

Obtém-se o problema homogeneizado, via MHA, assumindo que a solugdo do Problema de
Valor de Contorno (PVC) original é uma série assintdtica em termos de um parémetro geométrico
escalar € com coeficientes dependentes das variaveis macroscopica, ou lenta x, e microscoépica, ou
rapida y=x/e. O pardmetro & pode ser interpretado fisicamente como a razdo entre o tamanho

caracteristico da célula periédica do compdsito, tal como o comprimento de um cubo elementar, e um
tamanho representativo do compdésito, tal como o comprimento de uma viga construida com material
compésito. Os coeficientes efetivos do problema homogeneizado equivalente sdo determinados por
meio da solucdo dos chamados problemas locais formulados sobre a célula periddica. Na teoria de
elasticidade linear classica, o MHA garante que a solugdo do PVC, com coeficientes periédicos e
rapidamente oscilantes, converge para a solu¢do do problema equivalente homogeneizado quando ¢
tende a zero (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989).

(BRAVO-CASTILLERO et al., 1998) utilizam o MHA para determinar as expressdes analiticas
das propriedades elasticas, piezoelétricas e dielétricas efetivas de um composto piezoelétrico
laminado dotado de uma estrutura periddica. (BRAVO-CASTILLERO et al., 2006) obtém férmulas para
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as propriedades efetivas de compostos elasticos com fases isotrépicas e reforcados com fibras
cilindricas circulares periodicamente distribuidas. As propriedades efetivas sao obtidas para o caso de
célula periddica e hexagonal. Os autores também investigam os casos limites de fibras vazias ou
infinitamente rigidas. (KALAMKAROQYV et al., 2009) apresentam uma revisao sobre o MHA e analisam
solucbes analiticas de problemas com células unitarias para compdésitos laminados reforcados com
fibras. (BRAVO-CASTILLERO et al., 2009) aplicam o MHA para determinar formulas analiticas para as
propriedades efetivas de compdsitos multilaminados, periddicos, com propriedades termo-magneto-
eletro-elasticas. Outras aplicagdes do MHA podem ser citadas, por exemplo, em termoelasticidade
(FRANCFORT, 1984) e termopiezoeletricidade (GALKA et al., 1996).

O MHA pode fornecer uma estimativa das propriedades efetivas de compdésitos de interesse na
construgao civil, tais como os citados por (HAYASHIDA et al., 1997), dependendo do grau de
periodicidade da microestrutura destes materiais. No estudo do comportamento dos concretos, o MHA
pode ser aplicado, por exemplo, para estudar as fragcdes volumétricas de seus componentes.
(FARAGE et al., 2009) simulam numericamente o médulo de elasticidade efetivo de concretos leves. A
partir das propriedades elasticas do agregado e da argamassa empregados na composi¢cao do
concreto € possivel calcular o tensor elastico homogeneizado do material resultante. Segundo
(FARAGE et al., 2009), as comparagdes dos resultados numéricos com medi¢cdes experimentais
indicam a potencialidade do MHA para predizer o mddulo de elasticidade de concretos.

Neste trabalho estuda-se um PVC do tipo Dirichlet, no contexto da elasticidade linear classica,
para sélidos anisotrdpicos e heterogéneos, nos quais as propriedades do soélido estudado sao
descritas pelos 81 coeficientes Cjq do tensor de elasticidade do material em um sistema fixo de
coordenadas cartesianas retangulares. Aqui, assume-se a elasticidade de Green, de modo que
somente 21 coeficientes sao independentes. O MHA é aplicado para construir uma solucéo assintoética
formal de uma familia de PVCs com coeficientes periddicos rapidamente oscilantes. Demonstra-se
que as condi¢des de simetria e de positividade do tensor de elasticidade do problema homogeneizado
sao preservadas.

Salienta-se que as fases dos compositos considerados neste trabalho sdo anisotrdpicas e que,
portanto, compoésitos contendo fases ortotrépicas, transversalmente isotrépicas e isotrépicas,
comumente empregados em aplicagbes de engenharia, sdo casos particulares dos compdsitos
tratados aqui.

2 O MHA APLICADO AO ESTUDO DE UM PVC DA TEORIA DA ELASTICIDADE LINEAR

Nesta secdo estuda-se um PVC que modela um corpo elastico-linear tridimensional,
anisotrépico, heterogéneo, provido de uma estrutura periddica. Aplica-se o MHA na obtencédo das
equagdes de problemas locais que permitem, por sua vez, obter as expressdes dos coeficientes
efetivos do compdsito. Estes coeficientes sao utilizados nas equagdes governantes do problema
homogeneizado. Demonstra-se que o tensor de elasticidade efetivo correspondente preserva as suas
propriedades de simetria e de positividade. Nas demonstragdes, todos os subindices pertencem ao
conjunto {1,2,3} e a convencao de soma implicita é utilizada ao longo de todo o texto.

2.1 Obtencao da equacao do problema homogeneizado

Seja um corpo elastico-linear, anisotropico, heterogéneo, provido de uma estrutura periddica.
Este corpo ocupa uma regido Q limitada e aberta do espag¢o Euclidiano tridimensional, com um

contorno suave ou parcialmente suave 0Q. Um ponto X € ) tem coordenadas (x1,x2,x3) em um
sistema de coordenadas cartesianas retangulares fixo.
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Sejam u, as componentes do vetor deslocamento U no sistema de coordenadas cartesianas.
O PVC consiste em achar o campo de deslocamentos u, tal que

e e |4£(0=0, xeQcR?, (1)
ox, T ox
u =0, xeoQ, (2)

onde as componentes do tensor de elasticidade, C,,, sao funcbes reais Y-periddicas definidas sobre

Q e Y é uma célula periddica, tal como ilustrado na Fig. 1. As componentes do vetor das for¢as de
corpo, f(x), sdo fungdes reais e suaves definidas sobre Q.

A Fig. 1 ilustra um exemplo de material composito tridimensional com estrutura periédica. Aqui,
a ceélula periodica Y é formada pelas regiées R, e R,, que representam, respectivamente, a matriz e
a incluséo.

Figura 1 — Compdsito com estrutura perioddica. No destaque esta representada a célula peridédica Y com as
regides da matriz, R,, e incluséo, R, .

E comum modelar as caracteristicas geométricas observadas na Fig. 1 por meio de duas
variaveis, uma global, ou lenta x=(x,,X,,X,) e outra local, ou rapida y=(y,,Yy,,Y,), relacionadas

linearmente por y=x/¢, sendo ¢ um pardmetro geométrico pequeno representando a razao entre
uma magnitude caracteristica da célula periddica Y e uma magnitude caracteristica de Q.

Considerando a elasticidade de Green e as simetrias menores do tensor de elasticidade, é
possivel mostrar que os coeficientes do PVC dado pelas Egs. (1)-(2) satisfazem

Cijkl(y) = Cjikl(y) = Cijlk(y) = Cklij(y) vV o yeY, (3)

ou seja, a matriz que representa o tensor de elasticidade possui 21 coeficientes elasticos
independentes. Além disso, o tensor de elasticidade é positivo definido, de modo que
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3C(y) >0,y € Y:Cy(y)eye; 2 C(y)e e, Ve =(g; ) e B, (4)
onde E; é o espaco das matrizes simétricas de ordem 3. Desta forma, o problema dado pelas Egs.

(1)-(2) representa uma familia de problemas para os quais a solugao existe e é Unica para cada valor
do parametro ¢ . Para maiores detalhes ver (CIORANESCU; DONATO, 1999).

Os deslocamentos u, que satisfazem as Egs. (1)-(2) admitem a expansé&o assintotica
u, = (x,y) + U (x,y) + U (x,y) + ..., (5)

onde u{”(x,y), com h=0,12,..., sdo fungdes Y-periddicas com relagio a variavel rapida vy .

Derivando-se a Eq. (5) e aplicando a regra da cadeia, dada por iuk(x,y)=%ﬂ+%, na
dx oy dx oOx
expressao resultante, obtém-se
(0) (0) U] U () ()
ou (X,y) _ 0uy e ou, e ou, N ou, L2 ou, ie ou, . (6)
0X, 0X, 0X, oXx, 0y, 0X, oy,
Substituindo-se a Eq. (6) na Eq. (1) e lembrando que o operador divergente € linear, resulta
(0) () W)
fi(x)zi Cijk|ai +£_1i Cijldai 'H:i Cijmai +
X 0X, X, oy, X, 0X, 7

(1) 2 )
+ i Cijkl ai + 82 i Cijkl ai +€ i Cijkl ai +
X oy, 28 X, 28 oy,

J

Aplicando-se novamente a regra da cadeia na Eq. (7), tem-se

(0) (0) (0) (0)
f(x)= 2 Ci 6U_k +g 2 Ci 6U_k +g 2 Ci % +e? 2 Cix % +
(1) (1 (1 (1)
+ Si [Cijkl ai} + i (Cijkl au_kj + iLCijkl %J +¢”! i [Cijkl %J + (8)
oX, x | oy, x | ox oy, v, oy,
(2) (2) (2) [
PP Ci L Ci L Ci L Ci A,

Definindo-se o operador

_0 x) 9
LaB(p = aaj [Cijkl [ Sj o, (PJ ) (9)

a Eq. (8) pode ser reescrita em uma forma compacta como

£(x) = LU +& LU +e L U +e2L U el ) +L U + (10)
LW +e L Y +el U +el U el U +L U +
Xy K Yy K XX K 'YX K Xy K Yy K e
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Agrupando-se os termos com iguais poténcias em ¢ na Eq. (10), tem-se
f(x)=eL U +¢” (qufj) +L U +L,u ) +
(11)
e (LU + Ly + LU0 +L U ) +Ofe) +

Fazendo ¢ >0 na Eqg. (11), obtém-se um sistema de equacbes para a determinagdo das
fungdes u", h=0,12,..., dado por

L,u =0, (12)
Lud =L u® - u®, (13)
L, u? =L ud —Lu? - L ul® +f,. (14)

As Egs. (12)-(14) representam uma sequéncia recorrente de PVCs locais, isto &€, PVCs
definidos sobre a célula periédica Y, a partir dos quais se elimina a oscilagao rapida do problema
original e obtém-se a equacdo do problema homogeneizado juntamente com as expressbes dos
coeficientes efetivos.

Para o tratamento desta sequéncia, introduz-se a definicdo de operador média de uma funcao
Y-periddica g: QxY — R, dado por

(906 y) = [alx y)y

onde |Y| € o volume de Y, considerado unitario neste trabalho. Além disso, emprega-se o lema

apresentado a seguir, que € um caso particular de um resultado mais geral apresentado no apéndice
do livro de (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989).

LEMA 1. Sejam N=(N(y)), F=(F(y)), Cy(y) funcbes suaves e Y-periddicas, com as
componentes C,,(y) correspondendo a um tensor de elasticidade simetrico e positivo definido. O
sistema L, N =F tem solucdo na classe das fungbes Y-periodicas se e somente se (Fi>:0. Segue
que N=N+C,onde N & uma solugdo de L N =F com média nulae C €& um vetor constante.

Reescrevendo a Eq. (12) com o auxilio da Eq. (9), obtém-se

(0)
i[cijm(y)auka—(x’y)]zo- (15)
i Y

oy.
Devido a linearidade da Eq. (15) e pelo Lema 1, tem-se que
UP (6 Y) =406 y) + v, (%), (16)

onde u’(x,y) & uma solugdo da Eq. (15) com média nula e v, ndo depende da variavel y. Em
particular, toma-se ul(x,y)=0, resultando em u{”(x,y)=v,(x). Deste modo, eliminou-se a oscilag&o
rapida dos coeficientes C,;.
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Segue do paragrafo anterior que L, u,”’ =0 . Portanto, a Eq. (13) reduz-se a
L,ul =L u®. (17)

Reescrevendo-se a Eq. (17) em sua forma expandida, obtém-se

P u (x,y) o v, (x)
ayj{ |Jk|() Y. J _a_ijijkl(y) 8X| . (18)

Em virtude da linearidade da Eq.(18), emprega-se o método de separagdo de variaveis,
(WEINBERGER, 1965), para escrever a solugao u(k” na forma

ov,(x)
OX

q

V(% Y) = Ny (¥) , (19)

onde N, (y) sé@o funcdes Y-periodicas.

Substituindo-se a Eq. (19) na Eq. (18), obtém-se

i(ci,“(y)aNk oo () V(X )+Cuk.(y>avk(x’J=o. (20)

oy, oy, OX 0X,

q

Rearranjando-se os indices na Eq. (20) e reescrevendo-a, chega-se a

ON, ov
ai[cw(y)J Conly )J . @)
\7 oy, Xq

Escolhe-se agora N, (y), Y-periddica, tal que

0 oN
W[Cum(wﬁ‘*cupq()’)}:o- (22)
j |

A Eq. (22) s6 depende da variavel y e, portanto, esta definida em Y . Observa-se ainda que a
Eq. (22) permite a formulacdo do PVC em Y, denominada Equac¢do do Problema Local, ou do
problema elastico na célula periédica, no qual, em vez de condigdes de contorno, ha condigdes de
periodicidade para a fungéo N,

Observa-se do exposto acima que o MHA conduz a formulacdo forte dos problemas locais
sobre a célula periddica. Por meio da solugdo destes problemas é possivel determinar as
componentes elasticas efetivas do tensor de elasticidade, que sao as propriedades mecanicas de um
material homogeneizado. Em geral, este material homogeneizado é anisotrépico, mesmo quando
todas as fases sao isotrdpicas.

Para estudar a existéncia de solugbes Y-periddicas da Eq. (17), define-se

=-L,u’. (23)
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Utilizando a Eq. (9) e lembrando que u depende somente de x, escreve-se a Eq. (23) na
forma expandida

6Cijk|(y) au(kO) (X)
dy, ox,

F(xy)=- (24)

Aplicando o operador média na Eq. (24), obtém-se

e v
<F>—<aiji,-k.(y)>( o j (25)

Utilizando agora o Teorema da Divergéncia, (GURTIN, 1981), sobre o primeiro termo do lado
direito da Eq. (25) e lembrando que |Y| =1 e que os coeficientes C,, séo Y-periodicos, obtem-se

0
<ayj y)> J Cya(y)nds =0, (26)

onde n; séo as componentes do vetor normal unitario a superficie de Y. Segue, portanto, de (25) que

<F> =0. Pelo Lema 1, a Eq. (26) tem solug&o na classe das fungdes Y-periddicas.

Para investigar a Eq. (14), redefine-se F como

F=-Lul -L,u -L u +f. (27)

Utilizando as Egs. (9) e (19), reescreve-se a Eq. (27) na forma expandida

2 9 OV, (X 0 0 ov, (X
F(X’y):_éxj [C“k'(y)ayl (NK(PQ)(y) 6x(q )J]_a_yj[cijkl(y)a_xl(Nk(pq)(y) ax(q )D
0 v, (x)
- x| [Cijkl(y) o J-i‘f,(x)

Lembrando da Eq. (16) que v, depende somente de x, obtém-se

(28)

Ny (¥) OV, (x) 0 v, (X 0V, (x)
F(X, Y) =-—C ijkl(y) (;yl) aX]@E(q) - a—yj((cume(pq))(y)qu)j - Cijkl(y)m +f (X) (29)

Rearranjando os indices da Eq. (29), pode-se escrevé-la na forma

oN P o%v
F=—|Cu(y)—2L + —(C,s(¥N +C, P+, 30
[ ukl(y) ayl aym ( |ka(y) k(pq)(y)) qu(y)j anan i ( )

Aplicando-se o operador média em ambos os lados da Eq. (30), tem-se

(y) o%v,
(F)=- < () Dotz Y) .Jpq(y)>a =+ (f), (31)
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onde

0
<M(Cimijk(pq))(y)> =0, (32)

pois C, N, € Y-periddico para cada i.

A condigcdo necessaria e suficiente para que a Eq. (31) admita solugdo na classe das fungdes
Y-periodicas é

_ v
g ———=(f), (33)
P9 6x,0x,
onde
~ Neoo) (¥)
Cipa =<Cijkl(y)%+cﬂpq(y)> (34)
|

€ a expressao geral para os coeficientes efetivos.

Assim, a Eq. (33) pode ser reescrita como

AT (35)
o oxox,

sendo esta, portanto, a equagao do problema homogeneizado.

Resultados rigorosos sobre a proximidade entre a solugdo do problema original e a solugdo do
problema homogeneizado podem ser consultados em (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989). Estes
autores mostram, utilizando o principio do maximo generalizado para equacgdes elipticas, que

[u® ~ul,,, =OC). (36)

cla]

Jlu=Vo|leq = Ofe), (37)

clQl =

e O é um simbolo de

onde C[Q] é o espaco das funcdes continuas em Q=QUoQ,

2 sup
e xeQ

ordem ou simbolo de Landau.

2.2 Obtencgéo dos coeficientes efetivos éiqu

Nesta seg¢do, demonstra-se a conservacao das propriedades de simetria e de positividade do
tensor de elasticidade efetivo com componentes Qim para os problemas L,q. As expressdes analiticas
destas componentes sao apresentadas no apéndice.
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2.2.1 Demonstracdo da conservacao das propriedades de simetria e de positividade do tensor
de elasticidade efetivo

A demonstracdo das propriedades de simetria e de positividade do tensor de elasticidade
efetivo apresentada abaixo segue o desenvolvimento apresentado nos trabalhos de (BAKHVALOV;
PANASENKO, 1989; SIXTO, 2010).

Demonstra-se que C, . =C,.. C,.=C. e C  =C. ., com 1<i<3, 1<p<3. Para isto,

introduz-se a notacao

Cijg Cizq Cijaq
, OU seja, qu(y)z sz C2j2q C2j3q ) (38)
C,. C.,, C

Aiq(y) - (Ciqu )i,p

=12,3

3j1q ~3j29 ~3j3q
Pela expressdo do coeficiente efetivo, dada pela Eq. (34), e utilizando uma das simetrias

menores do tensor de elasticidade, C. =C.  tem-se

ijpq jipq?
ONg oo (V) ONg (o) (V)

s(pq) s(pq)
Ciqu = <Ciqu + Cijsr 8‘;; > = <Cjipq + Ciisr ar; = Cjipq' (39)
Utilizando agora a outra simetria menor, Ciqu = Ciqup , juntamente com

ov_(x) ov,(x)
M _ p _ q
U’ =Ny o) (V) =N (g0 (¥) , resulta em

Pq axq qap axp
. ON__.(Y) ON___.(y) .

s(pq) r(ap)
Cipq = <Ciqu + G oy > = <Cqu + Cijs 2y = Ciops (40)

onde N, (y) séo fungdes Y-periodicas.

Para mostrar a simetria maior,

-¢ (41)

iipq paij

utiliza-se a Eq. (34) juntamente com a Eq. (38) e define-se N (y) =N, (y). Assim, tem-se que

A(y)= <Ar.(y) "(f}(y)mrs( )>

%,
A
rl( + rl( )ay>

< (42)
[z
~{r (%42,
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onde M,(y)=N,(y)+Yyl, e |, éa matrizidentidade nxn, com n=3.

Dado M, = (mjﬁ), os elementos da matriz A _ podem ser escritos como

. oM
Cirks = <Cirpq %> ’ (43)
Yq
ou, ainda,
amsk ay
Cirks = <Cltpq 6—yp6_yr8"> J (44)
q t

onde §, é o delta de Kronecker.

Por outro lado, tendo em vista a definicdo de M, acima, a Eq. (22) toma a forma

0 M(y) | _
2 a2t J_o. o)

Multiplicando agora a Eq. (45) por uma funcdo teste ¢(y), matriz 3x3, Y -periddica, e
aplicando o operador média, tem-se

0 oM_(y)
— A (y)——= =0. 46
<5 J( i(y) 5, J(P(Y)> (46)

Note que

4 M (y) oM, (y) d9(y)\ _ [ & oM, (y)
<a—yJ(A]q(y) ayq (P(y)>+<AJq(y) ayq ayJ >_<ayJ{AJq(y) ayq (P(Y)J>,

<£ A (y) M) (p(y)> _ 0 devido & Eq. (46) e

0 oM, (y) s o
< Aly) (p(y)J> =0 devido a periodicidade.

oy, oy,
Assim,
oM 0
oy, 0y,

ou, em componentes,

om3(y) oo,
<C.tpq(y)—rg‘;/(y)—a‘g'}fy)> =0. (48)
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Somando as Eqgs. (44) e (48), obtém-se

Cirks = Clt amzk(y) a((Pll(y)+ yf8") . (49)
Pq ayq ayt

Fazendo ¢(y)=N] e lembrando que M (y)=N_(y)+V.l , tem-se

&, = (Co omz*(y) ami'(y)\ _ Cou amg(y) am(y)\ _ e (50)
oy, oy, ay, oy,

Deste modo, demonstram-se todas as simetrias do tensor de elasticidade efetivo, ou seja,

Ci,=Ci, =C;

jipg ijap

ipa Cogi- (51)
Demonstra-se agora a condigdo de positividade
A, 2y, (n.m,), (52)
onde A_ é a matriz dos coeficientes efetivos definida na Eq. (38) e v, >0 . Explicitamente, tem-se

Cirksﬂrlks,nir 2 \V‘lnirnir ’ (53)

onde n, s&o os elementos de uma matriz simétrica ndo-nula arbitraria. Logo, segue da Eq. (49) que

& - <C omE(y) am(‘(y)>_ 5

oy oy,

q

Para demonstrar a Eq. (53), prova-se que

MM (Y) om,mi(y)
ayq ayt

Cirksﬁnksnir = <Cltpq > 2 W1nirnir' (55)

Dado que a matriz A (y) é positiva definida, tem-se que

MMy (¥) o, m’ (y) 8 |
C ® P ] > —(n.m')|. 56
Itpg ayq ayt W12 ayt (n|s | ) ( )

Utilizando as Egs. (55)-(56) e aplicando a desigualdade de Cauchy-Buniakowski-Schwarz,

((fg}2 < <f>2 <g>2), resulta

Cirksnksnir 2 W1Z<(ayi(n|rmr)] >Z \V1 <£(nirn’]|ri )> " (57)
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Dado que m! =7 se |#i, m"'=n" +y_ se I=i e N.(y) é uma fungdo Y -periodica, tem-se que

<§(mnf )> =0. Logo, o lado direito da Eq. (57) resulta em
t

3] o]

tl tl

:qﬁzg<n.ayr>, (58)

t,l ' 6yt

=v. 2 (n,),

it

= YNy,

portanto,

s Ms M = WM My (59)

0 que prova a positividade do tensor de elasticidade efetivo C.

3 CONCLUSAO

Neste estudo aplicou-se o MHA para a obtencao das expressdes dos coeficientes efetivos de
um material compdsito, modelado por um PVC definido em um meio tridimensional, anisotropico e
heterogéneo da Teoria da Elasticidade Linear. Com o propdsito de revisar e mostrar o formalismo do
método, a solugdo do problema foi expressa por meio de uma expansao assintética. Esta expansao,
ao ser substituida no problema original, gera uma sequéncia recorrente de problemas auxiliares que
conduzem a formulagéo dos problemas locais ou problemas elasticos na célula periédica. As solucdes
destes problemas locais permitem determinar as expressdes dos coeficientes efetivos e a equacao do
problema homogeneizado. Determinou-se a forma geral dos coeficientes do tensor de elasticidade
efetivo, que representam as propriedades mecanicas do material homogeneizado. Além disto,
demonstrou-se a conservagdo das propriedades de simetria e de positividade deste tensor de
elasticidade.
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APENDICE
Obtencéo das expressdes analiticas dos coeficientes efetivos para os problemas Ly,

Lembra-se da sec¢ao 2.1 que a expressao geral para o calculo dos coeficientes efetivos de um
solido elastico-linear é dada pela Eq. (34). Esta equacéo pode ser reescrita na forma expandida como

-~ 6N1 6N1 6N1 aNz aNz
Cipq = <Ciqu +Cyy4 —ted) Cirz (ea) Cis L) Cia1 pa) Ci2 (pa)
oy, oy, 0y, oy, oy, A1)
+ Cij23 % +Cys4 MNapa) n Cij32 Moo + Cij33 Naoa) >
Y3 oY, Y, oy,

Conforme mostrado neste trabalho, o tensor dos coeficientes efetivos conserva suas
propriedades de simetria, embora se obtenha a partir da Eq. (A.1) expressdes diferentes para um
mesmo resultado. Isto ocorre porque, por exemplo, as fungdes N3 € N33, sao solugbes de
problemas locais diferentes, ou seja, N3, € solugao do problema L,; enquanto que N, ;3 € solugcéo
do problema L,;. Desta forma, & possivel controlar os resultados dos calculos numeéricos para cada

material composito de interesse, pois a partir de problemas diferentes com férmulas diferentes deve-
se obter os mesmos resultados. Este fato mostra a possibilidade de autocontrole dos calculos dos
coeficientes efetivos obtidos com o emprego do MHA.

Utilizando a Eq. (A.1) para obtencdo dos coeficientes efetivos de todos os problemas Lpq, tém-
se as seguintes expressoes:

Problema L4

C31111 :<C1111 +Cipy My +Cii1o Nyry +Cyirs ONyiqq) +Cyiy Ny
1 : % % (A.2)
+C1122ﬂ+c1123ﬂ+01131 e +Ciisp 20 +Cj133 3(11)>
ayZ 3)/3 6y1 ayz ay3
A ONy44 ONy 14 ON, 44 ONyyq
Copr = <C2211 +Cpy s +Cp, s +Co3 i +Cop; an
Y4 Y, 0y, Y, (A3)
+Coo 200 4 2223 200 +Co 0 +Cp a1 +Co23 30 Y,
ayz 5 3 ay1 ayz 5)/3
A ONy (44 ON44 ON 44 Fo\
Carr = Caarr + Cagry —— 0+ Caga — 0+ Cgyg — 0+ Cgy —
1 0 2 6y3 ay1 (A4)
+Cagp —20 4 Caazs 20y Caaas 00 4 Casze 0 Caass e >
%, %s % oy, oY,
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~ ONy 44 ONy 44 ONy 44 ONy44
Cos11 = <Czs11 +Co1q # +Cos12 # +Coa13 # Coa21 #
1 2 3 1 (A_5)
Ny 44 ONy14 ONj 44 ONjy 44 ONjy 44
+Cos A Cos2s A 2331 —0 Coss —0 2333 —n ),
oy, 0y oy, oy, 0y
é1311 ={Cyz11 + Ciapy Ny +Cla Ny +Clas Ny +Cyap Mary
oy, oy, 0y oy, A6
(A.6)
ONy 44 ONy14 ONj 44 ONy 44 ONy 44
+Cya 2 Ciazs — 200 Ciazt —0 Ciasz 7<+C1333 —10 ),
oy, Y3 oy, oy, 0y,
é1211 ={Ci11 + Ciapy Ny +Cia1z Ny +Cia13 Ny +Cyp Mary
oy, oy, 0y oy, A7
(A7)
Ny 44 ONy14 ONjy 44 ONy 44 ONy 44
+Cyop av C1223#*‘Cum#*‘cuw#*’cmas# -
oy, Y3 oy, oy, 0y,
Problema L,,
& _le. i ONy(2,) L C Ny, +C ONy 29 L C ONy (59
1122 1122 11117ay 11127ay 1113 oy 1121 2y
1 2 3 1 (A.8)
ONy 5, Ny, N3 5, N3, N3 5,
+Cyi —A2) Ciizs — 2 Ciia1 —2) Cira2 #"’01133 —
oy, 0y, oy, oY, Y3
A Ny, Ny 5o ON; o ONy2o
Co = <C2222 +Coy # +Cop1 # +Cp3 ﬁy( Ly Coz 8y( :
1 2 3 1 (A.9)
OoN ON ON ON ON
+Co —A2) Coozs S Cozs; 22 Coos2 A +Cp2s3 22 ),
oy, 0y, oy, 9y, Y3
A ONj 2 ON; 2, Ny, ONy20
Caao = <03322 +Casp % +Cys1p % +Cya13 5 22 4 Caaz1 5 s
Y1 Y, Y3 Y1 (A.10)
Ny, Ny, N3 5, ON3 5, ONj 5,
+Caa2 +Caa2s 22 4 Casa Ly Cass2 . +Cys33 —2) )
oy, Y3 oy, oy, 0y,
~ Ny 2 ONy 2o ON; 2o ONy2o
Coso = <C2322 +Cos1 % +Cos1y # +Coa13 2 @2 Coa21 5 s
Y1 2 Ys Y1 (A.11)
oN OoN oN ON ON
+Cos —A2) 2323 A Coss1 22 Coss e +Cs33 3(22)>
oy, 0y oy, oy, 0y
& _le. +c ONy(2,) +C Ny, +C ONy (29 L C ONy 29
1322 1322 ¥ 301 T — T aane 76y 1313 5 EAPY
Yi 2 Ys 1 (A.12)
ONy 2, ONy2o ONg 2, ONjy 2o 0Ny 2o
+Cya oy 2 1828 50— - 1331 63( Ly Cisa 22 +Cy333 22 ).
Y2 Y3 Y1 2 0Y3
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C31222 = <C1222 +Cio1 6N1(22) +Ciapz 6N1(22) +Cioi3 6N1(22) o 6N2(22)
" i > ' (A13)
oN ON oN oN oN
+Ciop ——22 + Clyps ——22 + Cygy ——a2l 4 Cpgp —— 2L +C gy — i) >
aY2 6y3 6y1 6y2 6y3
Problema L3
C AMES ONy33 ONy33 ONy a5
C1133:<C1133+C1111 B2 4 Crrp —L 4 Coypy — 4 Gy —
oN ON oN oN oN
+Crzp 2 4 Cypp — 2k + Coygy ——h + Coygp —o +C 45 3(33)>
oy, 0Y3 oY, oy, Y,
C ONy(a3 N5 ONj33 ONy 35
Cozss = Canss + Copti o + Coprp —— ok + Coppg —— o + Cppq ——)
M Re s o, (A15)
+Co 242 4 Ca22s 2A%) 4 Cas1 ) 2232 — 2233 3(33)>
RE %s 27 o, o
A oN oN oN oN
Coma = <C3333 + Cagpg ok + Cgpp —— ok + Cygyy —— 2 4 Gy ——o)
Y4 oy, 0y, Y4 (A.16)
oN ON oN oN oN
+ Crazp — 2k + Coggg ——2 + Cggg ——2 2k + gy —— 0 +Cg 3(33)>
GY2 8y3 6y1 ayz 6y3
o ONy15 ONy3 ONy3 ON, 15
C3313 ) <C3313 ! C3311 ! + 03312 - + C3313 -+t 03321 —2
oy, oy, 0y, oy, (A7)
oN ON ON oN oN
+ Caazp — 2 + Cygpy —2L + Cgyy —— 2k + Cggy ——1 0 + Cggg — 20 ).
ayz 6}/3 5y1 ayz ay3
61333 = <C1333 +Cia1q Mis) +Cja1s ONy(33) +Cuars ONy33 +Ciap1 ONy(s3)
oy, oy, 0y, oy, (A18)
oN OoN oN N oN
+ Gz — + Cggy — o + Cyggy — + gy — 0 +C 15 3(33)>
a3/2 6Y3 6y1 ayz aya
Cass = <C1233 +Coayy e +Cianz Mo +Ciaa ONy(33) £ Copp, ONaa3)
oN ON oN oN oN
+ Clazy 2+ Copgy —— 22 4 Gy —— o2 4+ Cygp —— 0 4.Cp 3(33)>
oy, 0Ys oy, oy, Y,
Problema Ly;
e ONy3 ONy 25 ON, 53 Ny p3
C1123:<C1123+C1111 O O
ay1 6y2 6y3 6y1 (A20)
oN ON ON oN oN
+Crizp —— 2L 4 Cyps —o 22l + Coygy ——2k + Coygp — 2+ Cyag 3(23)>.
5Y2 a3/3 8y1 5Yz ays
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¢ ONy o3 ON; o5 ON, 3 Ny s
Cozs = <02223 + Coppt =2 4 Cpprp —— 2 4 Cyy —— 2 4 Cpppy —2 2
o i ¥s ¥ (A.21)
oN ON oN oN oN
+Co % +Co2s % +Cooa % +Cpoo % Cooss 6;/(23) >
Y2 Y3 \2 ) s
A ON; o3 ONy o5 Ny 3 Ny s
Casas = <C3323 +Cgpy——2 4 Cogpy 22 4 Cyyy —— 2 4 Cppy —222
a3/1 aYZ 6y3 6y1 (A22)
oN ON ON oN oN
+Caszz —= Caszs —22) Caaa —) Caaaz ) Caazs —2) 3
2 ¥s oY %, 0y,
¢ ONy o3 ON; o5 ON, 03 Ny s
Coaos = <02323 +Coaty % +Co12 3 @) 1 Cpais 3 @) 4 Cpapy 5 =2
" N " g (A23)
oN ON oN oN oN
+Coa % +Coas % + Co33 % +Cossr % +Coa 6;(23)>
y2 y3 y1 2 3
C31323 = <C1323 +Cian Ty +Ciarz Mhizsy +Cisis Nizs) +Cyap ONy(a3)
6y1 6y2 6y3 6y1 (A24)
oN ON oN oN oN
+Cia 2A2) 4 Ciazs 229 Ciast 22 Cias e 333 X2
9, Y3 oy, oy, oy,
61223 = <C1223 +Cio1q %‘F Ci212 Nigs) +Cipr3 ONy23) +Cp; ON,(23)
Y4 oy, 0y, oY, (A.25)
oN ON oN oN oN
+Crozp —— 2 4 Cypy —o 2k 4 Cpgy —— 2L 4 Copgp — 22k + Cpgy — 20 ).
oy, Y, oy, oy, o,
Problema L+3
A ONyy3 ONy15 ONy 43 ON, 45
C1113:<C1”3+C1111()+C1112 a( >+ Cypyg a( L+ Cypay 6( )
1 " & 4 (A.26)
oN ON ON oN oN
+C1122ﬂ +Cji A +C1a 202 +Ci2 20 +Clia3 303) 3,
6y2 6y3 6y1 ayz ays
A oN ON oN oN
02213 ) <C2213 * C2211 —XB + C2212 1) + C2213 1) + 02221 —
6y1 6y2 6y3 6y1 (A27)
oN ON oN oN oN
+Coypo 23 Coozs 213) Cop 3013) Corsz 3(13) Corss 3013) \
%2 %y 0y %, Y3
® ONy13 ONy 45 ONy13 Ny 15
Caz13 = <C3313 +Caa14 % +Ca31z % +Ca313 5 as) Caa 5 )
" " " 7 (A.28)
OoN ON oN oN oN
+ Caazp —— b + Cogpy —— 2k + Cyggy —— o + Coggp — 2 + Cggg 3(13)>
oy, 0y, oy, Y, oy,

Cadernos de Engenharia de Estruturas, Séo Carlos, v. 12, n. 55, p. 67-86, 2010



Edmar Borges Theophilo Prado; Fabio Carlos Rocha; Gabriel Lopes da Rocha; Luciana de Matos; Maria do Socorro gg

C1313 =

C1213 =

Problema L4,

C1112 =

C2212 =

C3312 =

C2312 =

C1312 =

o ONy15 Ny ONy43 ONy 15
Cos1s = <Cz313 +Coays 6; L+ Cosis 6y( L+ Cosra # Casas ay( )
1 2 3 1
oN ON oN oN oN
+Coazo % +Coaps % +Coaa 83(13) +Coi 63(13) Coaas 63(13)>
Y2 Y3 Y4 Yo Y
ONy13 Ny ONyy3 ONy 45
<C1313 +Cia1q 63; L+ Ciar 6y( L+ Ciaps 6y( L+ Cya 6y( )
1 2 3 1
oN ON ON oN oN
+C1322% +C1323%+C1331 63(13) +Cis3 63<13 +Cla33 63(13)>
& Vs Y1 Y2 Y3
ONy5 Ny ONy43 ON,13
<C1213 +Coay 63; >+ Cyary 6y( )+ Cio1a 6y( L 1 Cypo1 6y( )
1 2 3 1
oN ON oN oN oN
+Cia % +Cio 62(13) + G 63(13) +Cosp 63(13) Coass 53(13) >
y2 y3 y1 y2 3
oN ON oN oN
<C1112 +Cy14 6312) +Cii12 6;1(12) +Ciyia a;/(u) +Cl121 62;1(12)
1 2 3 1
oN ON oN oN oN
+Ciiz 6212) +C1123%+C1131 63(12) +Ciiz 63(12) +Ciizs 6’;(12)>'
Y2 Y3 \Z Y, .
Ny, Ny, ONyy, ON,1o
<sz12 +Cors 6); L+Coy 5 T+ Cpy1s # Co221 8y( )
1 2 3 1
oN ON oN oN oN
+Coo ﬁ +Cos ﬁ +Coo 6?;/(12) +Coop 6?/(12) Cooss 6;(12)>
2 3 1 2 s
oN ON ON oN
<CS312 +Caary 6;;12) +Cas1z 6;/(12 +Caa13 631/(12 +Caa1 632/(12
1 2 3 1
oN ON ON oN oN
+Caap 62(12 5323 62(12 +Cyaa aa 12) | o 53(12 +C, a3(12) >
Yo Y3 Y4 Y, Vs
N1z Ny, Ny ON,1o
<Czs12 + Coays 6); L+ Cosiy 6y( L+ Coarg 6y( L+ Cypyy 8y( )
1 2 3 1
oN ON oN oN oN
+Cos20 ﬁ +Coas 62(12) +Coaa 6?;/(12) + Cosap 6?/(12) Coazs 6;(12) >
2 3 1 2 s
oN ON oN oN
<C1312 +Ciaiq 8;;12) +Cia 6;/(12) +Cy3 6;1(12 +Cy;5 a;uz)
1 2 3 1
oN ON oN oN oN
+ C1322 a2(12) C1323 a2 12 n C1331 a3(12 iC a3 12) n C1 6:/(12) >
Y2 Y3 \Z Y, s
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(A.29)

(A.30)

(A.31)

(A.32)
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(A.35)
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86 O método de homogeneizagdo assintética aplicado na obtencgéo dos coeficientes efetivos de um compdsito...

N oN oN oN oN
Ciarp = <C1212 +Ciay4 61(12) +Coapp 8)1/(12) +Cips 81(12) +Ciaa 8;(12)
Y4 2 Y3 1 (A.37)
N1, N1z ONg (1, ONg (1 ONg (1
+Cipgp 2 + Crppg ——2h 4+ Cpgy —— 2 4+ Cpgy ——2 2 + Copgg — 20 ).
9, Y3 oY, %, Y3
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