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ESTUDO DE UM PROBLEMA DE VALOR DE CONTORNO DA TEORIA DA
ELASTICIDADE LINEAR SOBRE MEIOS HETEROGENEOS

Edmar Borges Thedphilo Prado’

Resumo

Neste trabalho estuda-se um problema de valor de contorno misto sobre um meio elastico-linear,
anisotrépico e heterogéneo, sendo apresentada a expressdo da energia de deformacdo elastica e
discutidos alguns aspectos da unicidade da solucdo. Obtém-se, também, a formulacdo classica desse
problema para um material composto por duas fases elasticas com condic¢des ideais de contato e a sua
formulagdo variacional formal. Posteriormente, demonstra-se a equivaléncia entre ambas as
formulacBes. Em seguida sdo apresentados algumas verificacdes sobre a unicidade da formulagio
variacional e a equivaléncia do problema variacional com um problema de minimizacdo de um
funcional.

Palavras-chave: Elasticidade linear. Meios heterogéneos. Anisotropia. Compasitos.

STUDY OF A BOUNDARY VALUE PROBLEM FROM THE THEORY OF
LINEAR ELASTICITY IN HETEROGENEOUS MEDIA

Abstract

In this paper, a mixed boundary value problem on a heterogeneous, anisotropic, and linearly elastic
medium is studied, being the expression of the elastic strain energy and some aspects of the uniqueness
of the solution presented. Also, the classic formulation of this problem for a material composed of two
elastic phases with ideal conditions of contact and their formal variational formulation is obtained.
Then, the equivalence between both formulations is shown. Finally, the demonstrations of the
uniqueness of the variational formulation and the equivalence of the variational problem to the
minimization of certain functional are presented.

Keywords: Linear elasticity. Heterogeneous media. Anisotropy. Composites.

1 INTRODUCAO

De um modo geral, qualquer material formado por dois ou mais componentes com diferentes
propriedades e que ocupam regides bem delimitadas pode ser referido como um material compésito
(VASILIEV; MOROSOV, 2001). A utilizagcado desses materiais tem aumentado significativamente no
decorrer dos ultimos anos nas mais diferentes areas da engenharia, tais como a aeroespacial, a
aeronautica, a elétrica e a civil. Esta utilizacdo crescente deve-se principalmente aos ganhos
significativos de resisténcia e redugdo de peso, em relagdo aos seus constituintes individuais e a
flexibilidade de projeto proporcionada pelo controle da anisotropia.

Para estudar as propriedades dos materiais compésitos providos de estrutura periddica, um
dos métodos que pode ser empregado € o Método de Homogeneizagao Assintética (MHA). O MHA
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18 Estudo de um problema de valor de contorno da teoria da elasticidade linear sobre meios heterogéneos

consiste em obter um meio homogeneizado equivalente ao meio heterogéneo, considerando que a
solucdo do Problema de Valor de Contorno (PVC) que corresponde ao problema do meio
heterogéneo, é dada por uma série assintética em poténcias de um paradmetro geométrico pequeno y

com coeficientes dependentes das variaveis global, ou lenta x, e local, ou rapida y=x/y. Este
parametro y é calculado pela razdo entre o tamanho caracteristico da célula periédica do compésito,

por exemplo, o comprimento da aresta de um cubo elementar, e um tamanho representativo do
compaosito, por exemplo, o comprimento de uma laje construida com material compdsito. A partir de
problemas locais formulados sobre a célula peridédica sdo determinados os coeficientes efetivos do
problema homogeneizado equivalente. (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989) mostram que a solucéo
do PVC com coeficientes periddicos e rapidamente oscilantes, no contexto da teoria de elasticidade
linear classica, converge para a solu¢ao do problema equivalente homogeneizado do MHA quando y

tende a zero.

(KARI et al.,, 2008) avaliam as propriedades efetivas de diferentes tipos de compdsitos
formados por trés fases (reforco, matriz e interface), utilizando técnicas de homogeneizagcao numérica
(aproximacao por Elemento Representativo de Volume (ERV)) com base no MEF. O ERV é definido
como o menor volume que representa de forma suficientemente precisa o comportamento global do
material. Estes autores avaliam ainda a influéncia de parametros da interface, como a rigidez e fragao
de volume, nas propriedades materiais efetivas de compdsitos com fibras unidirecionais distribuidas
transversalmente de forma aleatéria e compédsitos com particulas esféricas distribuidas
aleatoriamente. Os ERVs necessarios para estudar estes compdsitos sao gerados utilizando uma
versao modificada do algoritmo de adsorgéo sequencial aleatéria com condi¢des de periodicidade nas
superficies opostas do contorno dos ERVs. Os resultados numéricos sdo comparados com o0s
resultados do MHA para os arranjos regulares de compdsitos de fibras unidirecionais. Segundo (KARI
et al., 2008), as propriedades efetivas dos compositos estudados dependem fortemente das
propriedades da interface, pois esta pode nao possuir uma rigidez suficiente para transmitir o
carregamento entre a matriz e o reforco.

Na engenharia civil o MHA pode ser aplicado, por exemplo, para estudar a influéncia da
variacao das fracdes volumétricas de agregados nas propriedades efetivas do concreto, como o
estudo feito por (Farage et al., 2009) que simulam numericamente o médulo de elasticidade efetivo de
concretos leves. A partir das propriedades elasticas do agregado e da argamassa, empregados na
composi¢do do concreto, estes autores calculam o tensor elastico homogeneizado do material
resultante e o comparam com resultados experimentais. Tais comparacdes indicam a potencialidade
do MHA aplicado na simulagao do modulo de elasticidade de concretos.

Para estudar misturas asfalticas, (SOUZA, 2005) desenvolve um modelo computacional
multiescala (global e local) fundamentado no MEF para a previsdo do comportamento mecéanico de
misturas asfalticas do tipo Areia Asfalto Usinada a Quente (AAUQ). Nas misturas AAUQ o
comportamento da escala maior, ou global, considerada homogénea, é determinado a partir do
comportamento da escala menor heterogénea, ou local, formada por agregados pétreos elasticos
distribuidos em uma matriz viscoelastica denominada de mastique (ligante asfaltico misturado com
agregados finos). Segundo este autor, os resultados obtidos com o modelo desenvolvido mostram a
capacidade do modelo multi-escala em simular o comportamento de misturas asfalticas sob diferentes
condicbes de carregamento, como por exemplo, a aplicagdo de deslocamentos monotdnicos em
compressao diametral e cargas ciclicas de flexdo aplicadas em viga bi-apoiada. Ainda segundo
(SOUZA, 2005), o modelo desenvolvido mostra-se capaz de simular os principais fatores de
deterioragcao das misturas asfalticas, os quais incluem o acumulo de deformacéo permanente, a perda
de rigidez do material por fadiga na escala local, e o trincamento por fadiga na escala global.

Em outro trabalho de interesse na engenharia civil, (SAENGER, 2008) faz uma revisdo de
diferentes abordagens numéricas para determinar os valores de coeficientes elasticos efetivos de
amostras digitalizadas de um corpo de prova de arenito Fontainebleau, o qual representa de forma
realista um material rochoso com porosidades. Segundo (SAENGER, 2008), considerando que a
utilizacdo da maioria das teorias vigentes para o calculo de constantes efetivas de meios
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heterogéneos é restrita a um numero limitado de geometrias, a gama de aplicagbes possiveis dos
métodos numéricos € muito mais ampla. Ainda segundo este autor, ambas as abordagens estatica e
dinamica para o calculo de coeficientes efetivos sdo sensiveis aos efeitos de tamanho dos corpo de
prova. Os métodos estaticos podem resolver este problema através da aplicagcdo condi¢des de
contorno uniforme, sejam elas condicbes de tensdo uniforme ou de deslocamento uniforme. Para as
simulagdes dinamicas de propagacao de ondas, a relagdo entre o comprimento de onda dominante ao
tamanho tipico da incluséo ¢é o fator mais preponderante, (SAENGER, 2008).

Outro estudo de interesse é realizado por (PRADO; AGUIAR 2009), os quais comparam as
tensdes e deformacgbes obtidas via MEF e via MHA em um ERV de um material laminado
transversalmente isotropico composto por duas fases. Neste trabalho (PRADO; AGUIAR, 2009)
verificam que os valores obtidos via MEF tendem aos valores obtidos via MHA quando o numero de
l&minas tende ao infinito. Verifica-se também que a geometria do sodlido nao influencia na
determinagéo das curvas de tensao versus deformacédo quando o laminado é submetido as mesmas
condi¢des de contorno e simetria.

(AGUIAR; PRADO, 2009) propéem uma metodologia nao-iterativa de elementos finitos para
determinar o modulo de elasticidade ao cisalhamento p em um corpo linearmente elastico,
heterogéneo e isotrépico. O método baseia-se no conhecimento de dois campos de deslocamento
linearmente independentes que podem ser obtidos de experimentos quase-estaticos possiveis de
serem realizados em laboratério. Os autores apresentam a formulagdo forte de uma classe de
problemas planos, discutem aspectos de unicidade dos problemas inversos correspondentes,
apresentam a formulacao fraca destes problemas inversos juntamente com a formulacdo discreta
correspondente e, por fim, apresentam resultados numéricos que estao em excelente acordo com
solugbes analiticas correspondentes. Este trabalho é de grande interesse na avaliagdo n&o-destrutiva
de materiais.

Aqui, amplia-se o estudo realizado por (AGUIAR; PRADO, 2009) para materiais isotropicos e
considera-se a formulagdo de problemas que envolvam um meio elastico-linear, anisotropico e
heterogéneo. Ha, no entanto, uma distingdo importante entre o presente trabalho e o dos autores
acima, pois aqui os problemas tratados s&o diretos enquanto que no trabalho daqueles autores os
problemas sao inversos. O presente estudo baseia-se no trabalho de (SANCHEZ-HUBERT;
SANCHEZ-PALENCIA, 1992) e nas notas de aula de (BRAVO-CASTILLERO, 2009). Este estudo
serve de base para modelagens de materiais compdsitos no contexto da teoria de elasticidade linear
classica que aplicam métodos oriundos de principios variacionais, tais como o MEF, ou métodos de
homogeneizacdo, como o MHA. Para uma fundamentagdo a respeito do MEF veja, por exemplo,
(HUGHES, 1987). A aplicagdo do MHA aos problemas da teoria de elasticidade pode ser consultada
em (ALLEN, 2001), (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989), (CIORANESCU; DONATO, 1999),
(MANEVITCH et al., 2002), (MILTON, 2002) e (OLEINIK et al., 1992).

O trabalho esta organizado como segue. Na Sec¢do 2 apresenta-se um PVC misto da
elasticidade linear para meios anisotrépicos e heterogéneos e as suas formulagdes diferencial e
integral. Ainda na Secao 2, apresentam-se a expressao da energia de deformacao elastica e a
demonstragdo da unicidade da solugdo da formulagao integral, considerando as propriedades de
simetria e positividade dos tensores destes meios, assim como da energia de deformacao elastica. Em
seguida, na Secdo 3, apresenta-se a formulacdo de um problema de valor de contorno misto da
elasticidade para um material composto por duas fases elasticas com condigdes ideais de contato.
Nesta secdo, mostra-se a equivaléncia do problema variacional relacionado ao problema de valor de
contorno. Na Secgao 4, apresentam-se verificagdes da unicidade de solugao do problema variacional e
a equivaléncia do problema variacional com um problema de minimizagdo de um funcional, cujo
conhecimento é de grande interesse em aplicagdes quando, por exemplo, requer-se realizar calculos
numeéricos via MEF. Na Secéo 5, apresentam-se as conclusoes.
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20 Estudo de um problema de valor de contorno da teoria da elasticidade linear sobre meios heterogéneos

2 EXEMPLO DE UM PROBLEMA DE VALOR DE CONTORNO MISTO SOBRE UM MEIO
ELASTICO-LINEAR, ANISOTROPICO E HETEROGENEO

2.1 Formulacéo diferencial

Seja um corpo elastico-linear, anisotropico e heterogéneo ocupando uma regido Q aberta e
limitada de R®. Seja também e,, e,, e; uma base ortonormal para um sistema de coordenadas
cartesianas retangulares fixa na origem. A lei de Hooke generalizada para este corpo é entédo

gjj =g (X) €y (), (1)
onde ay sé@o os coeficientes elasticos do meio, u € o campo de deslocamento, cujas componentes
sdo u;, e oj e g sao as componentes dos tensores da tensdo e da deformacg&o infinitesimal,

respectivamente. Ambos os tensores sao simétricos e de segunda ordem. Emprega-se a notagao de
Einstein para indices repetidos. As componentes do tensor deformacéo infinitesimal na Eq. (1) sédo
dadas por

1( ou, oy
=5l A& A I k,1=123. 2
fult) Z(GXI +5Xk} ()
Se o material for isotropico, entéo a Eq. (1) toma a forma
oy = Ax) € (U)S; + 2p(x) g5 (u), @)

onde g=¢g,+€,, +€33 € 4,4 S80 0s coeficientes de Lamé, os quais podem depender de X, ou seja,
os aj, podem ser escritos em termos de duas constantes independentes 4, 4 .

Os coeficientes elasticos na Eq. (1) satisfazem as seguintes condi¢cdes de simetria

jj = Ajiy = Ak - 4)
Utilizando as equacgdes de equilibrio

aGij .

—+f =0, i=123,

X

i
sendo f as componentes das forgas de volume atuantes sobre o corpo, e a Eq. (1), obtém-se um
sistema de equacdes diferenciais parciais para a determinacéo de u, o qual é dado por

—axij(aijm(x)sm(u)) =f;, =123, )

Para definir o problema de valor de contorno, necessita-se ainda impor condigdes sobre u;,
i=123, e suas derivadas no contorno de . Estas condicbes podem ser de trés tipos
(SOKOLNIKOFF, 1956), as quais estao descritas abaixo.

a) Condigoes de deslocamento impostas sobre a fronteira 0Q de Q, u |aQ =U, onde U é

uma funcao suficientemente suave e conhecida sobre 0 Q.

b) CondicGes de carregamento impostas ojn; sdo dados sobre 0Q, G‘Jnj‘ag =F , onde
n; sdo as componentes do vetor normal unitario exterior a 0Q, e F,i=123 s&o fungdes

suficientemente suaves e conhecidas sobre 0Q2.

c) Condigdes mistas de deslocamento sobre uma parte 6,Q da fronteira de Q, e tragdo

F dada sobre 0,Q0=0Q-0,Q2 e 0, 0,Q=C (ver Fig. 1), =F. Aqui também as

0
fungbes U e F,i=123, sdo suaves e conhecidas sobre as partes de 0Q onde elas estao
definidas.
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0,0

Figura 1 — Representacao da regido Q e as partes do seu contorno para as condi¢gdes mistas.

Neste trabalho considera-se as condi¢gbdes do tipo c¢), chamadas de condi¢cdes mistas, para o
caso U=0

-0, —F.

ojjn; 5,0

(6)

Ui |61Q

2.2 Formulacgéo integral

Seja V o conjunto de todos os campos de deslocamento suficientemente suaves e
cinematicamente admissiveis (Eq. (2)) definidos sobre Q que satisfazem as condi¢cbes da Eq. (6);. A
este conjunto chama-se conjunto dos deslocamentos virtuais cinematicamente admissiveis.

Um elemento v de V € dado por v=v,e;, onde v, i=1 2, 3, sdo suficientemente suaves

sobre todo Q, incluindo o seu contorno. Logo, tem-se a equacgao integral

jauk,(x)skl(u)s”(v Jax = | deS+vadx VveV. (7)

2,0

O termo a esquerda da Eq. (7) representa o dobro do trabalho virtual dos esforcos internos,
W., ao corpo, e o termo a direita representa o dobro do trabalho virtual das forgas externas, W_,
aplicadas sobre o corpo.

Para demonstrar a Eq. (7), multiplica-se ambos os membros da Eq. (5) por v; e integrando
sobre Q, tem-se que

I fividx = j (3 (e (u)) vidx . (8)
OXj
Apllcando a regra da derivada do produto de fungdes na Eq. (8), resulta

Ifi vidx = —f l:%(aijkl(x)skl(u)vi) — A (X) £ (U) €5 (v )} dx, (9)
o j

Q
A

bl N
axj

Reescrevendo a Eq. (9), ou seja,

j fividx=-] [ (@ (x) €UV, )}dx +[ 3 () g (u) g5(v) | dx, (10)

Q

sendo sij(v) =

e aplicando o teorema de Green, tem-se que

[ (@) q(u)vindS + [ £ vidx = [ @y (<) g(u)e;(v)]dx. (11)

oQ Q Q
Utilizando as condi¢bes de contorno dadas pela Eqg. (6) notando que ajy (x)e(u)n; =F em

0,Q e zero em 0,Q2, obtém-se finalmente que
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0,0 Q Q
Observa-se do exposto acima, entdo que, em virtude da linearidade, cumpre-se que se ue V
é solug&o do problema dado nas Egs.(5)-(6) também o € £u, os dados séo &f e SF comee[0,1].

2.3 Energia de deformacéao elastica

Os resultados anteriores nos permitem chegar a expressdo de um elemento diferencial dW,
do trabalho de forgas externas para deslocamentos virtuais do tipo v =£u, a saber:

AW, = [ &FudedS+ [ &hudedx=¢de| [ FudS+ [fudx |, (13)
0,2 Q 2,0 pey

Integrando em ambos os membros da Eq. (13) com respeito a ¢ e [0,1] resulta

W, = %{ [ Fuds+ ifiuidx}, (14)

5,0

de onde, tendo em conta as Eqgs. (7) e (14) para v =u, tem-se
1
W, = E_[aijkl(x)skl(u)sij(u)dx! (15)
Q

ou seja, os trabalhos das forgas internas e externas séo iguais, W, =W, . Por isso, a partir deste ponto

denotam-se ambos os trabalhos por W

Segundo a Eq. (15), a quantidade W representa o trabalho proporcionado ao meio pelas
forgcas externas. Esta quantidade é chamada energia de deformacéo elastica. A condi¢do necessaria e
suficiente para que a energia armazenada W seja independente do processo de carga do elemento
de volume considerado é (Sanchez-Hubert; Sanchez-Palencia, 1992)

g = Q- (16)

Os corpos elasticos opdéem naturalmente uma resisténcia a deformagéo, a quantidade W
deve ser positiva para toda deformacado nado identicamente nula, a qual implica que os coeficientes
devem satisfazer a condi¢do a,(x)€,(u)g;(u)>0 para todo tensor simétrico de componentes €, nao
nulos. Isto significa que a forma quadratica definida pelos coeficientes elasticos deve ser definida
positiva, ou seja,

= C(X) > O para X e Q, aijk|(X)£k| Eij > C(X)£k| Ek|' (17)

2.4 Unicidade da solucéao

Para verificar a unicidade da solugdo do problema definido pelas Egs. (5) e (6), utiliza-se a
propriedade dada pela Eq. (17). Suponha-se que o problema admite duas solugbes u, e u, . Primeiro,

verifica-se que W =0 para u=u, —u,, ou seja,

1
W=0=§_faijk|(X)5k|(U)€ij(U)dX : (18)
Q
Com efeito, como u, e u,, ambas satisfazem a Eq. (5), em virtude da linearidade da derivada
tem-se

—i(aijkl(x)skl(u))zo em Q, (19)

OX j

Cadernos de Engenharia de Estruturas, Séo Carlos, v. 12, n. 55, p. 17-28, 2010



Edmar Borges Thedphilo Prado 23

ou seja, u=u,-u, satisfaz um sistema de equagbes diferenciais homogéneas (como a Eq. (5) mas
com f;,=0).
Similarmente, sobre 0,Q do contorno de Q, tem-se

(Tij (u)nj 62Q = O, (20)

ou seja, u =u, —u, satisfaz a condicdo de contorno dada pela Eq. (6) com F =0. Além disso, como

Us |, =Ual,, =0 porserem solugdes do problema original, é evidente que u|, , =0 . Ent&o, segue
1 2 1

da Eq. (14) que W =0.
Finalmente, de acordo com as Egs. (15) e (17) OZJ'C(X)ekl(u)ek,(u)dx de onde resulta
Q
gq(u)=0 VKk,|I o que é verdadeiro quando u é constante, e como u|aQ =0 entdo necessariamente

u=u,-u, =0, o qual verifica a unicidade.

3 FORMULACAO CLASSICA DE UM PROBLEMA DE VALOR DE CONTORNO MISTO
DA ELASTICIDADE LINEAR PARA UM MATERIAL COMPOSTO POR DUAS FASES
ELASTICAS COM CONDICOES IDEAIS DE CONTATO

3.1 Problema de valor de contorno para o compdsito bifasico

Suponha agora que a regido Q é constituida por duas subregides Q' e Q° separadas por
uma superficie I'=Q' N Q°. A Fig. 2 ilustra um exemplo da regido Q constituida por dois materiais, os
quais ocupam as subregides Q' e O, respectivamente.

Neste caso, os coeficientes de elasticidade ay,(x) sé&o fungbes definidas da seguinte forma

a?jkl(x) se xeq'

ajjki(X) = (21)

aﬁkl(x) se xeQ?

onde os coeficientes airol‘(l, m =1,2, sdo fungdes suficientemente regulares sobre Q™ que satisfazem as
condigbes de simetria e positividade dadas pelas Egs. (4), (16) e (17).

Figura 2 — (a) um sélido esférico composto por dois materiais, e (b) o sélido dividido segundo as regides
ocupadas pelos dois materiais.
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Entao, o problema de valor de contorno é dado pelas Egs. (1), (2), (6), e (21), e condigcbes
para garantir a continuidade dos deslocamentos e as tracbes na superficie de contato I'. Assim, as
condicdes de contato perfeito sdo

[[u]]=0 sobre T; (22)

[[aijnjﬂzo sobre T; (23)

onde [[fﬂ —f' —f2 denota o salto de f sobre T.

3.2 Problema variacional relacionado ao problema de valor de contorno. Equivaléncia

Define-se agora o espaco das fungdes cinematicamente admissiveis por
.o 2 N 0 _
V=lvioluo? SN v, =0 [[v]] =0} (24)
O PVC dado pelas Eqgs. (1), (2), (6), (21), (22) e (23) é chamado de problema na forma forte e
€ escrito em sua forma variacional, ou forma fraca, da seguinte forma
Encontrar ueV tal que
j 2 (X) £ (U) €5(v) dx = j fvidx+ [ FvdS vveV: (25)
Q1u0? QluQ? 3,Q
As solugdes do problemas nas formas forte e fraca sdo Unicas e a mesma. Por conseguinte,
diz-se que os problemas nas formas forte e fraca sao equivalentes, ver (HUGHES,1987).

Para demonstrar esta equivaléncia, seja V o espaco de fungdes cinematicamente admissiveis
dado pela Eq. (24). Sejam ainda

u' se xeQ
u= : (26)
u se xeQ?
Note-se que podemos escrever Q™ =Q_ U T e, portanto, 0Q™ =06Q,,, U I'. De modo similar,
pode-se escrever v na forma dada para u pela Eq. (26).
Multiplicando a Eq. (2) por v; e integrando sobre €, ou seja,

0
- [ —(amx)ea@)vidx=" [ fvdx (27)
2 OX; 2
QluQ J QluQ
Decompondo a integral da Eq. (27) em duas partes, segundo as regides Q'e 0O? isto &,
para a regido Q', tem-se ao aplicar a integragao por partes e o teorema de Green

- [ (&l st vidx= [ (al, (s e x| -(al, (x)e " v Jax
o1 J o1 oY j (28)
= [ (al, 0)euh)eg(v)dx- [ &' (x)eg")vinfds,
Q' Q!

~ iz s . ‘ 2
onde 771-1 sdo as componentes do vetor unitario normal a Q'. Similarmente, para a regido Q" , tem-se

[ (82 00eu)eg(v))dx — [ a2 (e u?)vimfds. (29)
ok 0Q?

onde 771-2 sdo as componentes do vetor unitario normal a Q2. Decompondo-se as integrais sobre cada

parte das superficies aQ'e 602, ou seja,
j 0'; Vi177j1dS = j 0: V?v:dS + j O': V?n}dS, (30)
0Q1=0Q UT oQ r
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[ af vinfds= | o—f v?vfd8+ [ af vZn?ds (31)
002=00,UT 20, T
onde ”im‘agm =v" e ﬂj'm‘r =n[" (ver Fig. 2), e G;nza:;(x) g£q(U™) . Somando a Eq. (30) a Eq. (31),

sabendo que nj =-n?

[o vnds= [ o vpds= [ o vylas+ [ o vy?ds

. (32)
i
o0 oQ'U 00? oQ, GIOR

As integrais sobre 0Q e 0Q, do temo a direita da Eq. (33) representam as condi¢des de

forca e deslocamento dadas pela Eq. (6). Na Eq. (32) o termo j o, viv?dS € igual a zero pela Eq.

0,0
(24).
Agora, reescrevendo o resultado da soma apresentado na Eq. (32), tem-se
[ o vdS= | o vids= | Fvads. (33)
o0 0,Q 0,0

Retomando a Eq. (27), ao aplicar o teorema de Green e reescrevé-la, considerando a Eq. (6) e
o resultado da Eq. (33), tem-se

[ (ag () eau)eg(v))dx— [ agq(x)eq(u)vr?dS = [ fvidx, (34)
Q 2,0 Q

lembrando que j aijk,(x)ek,(u)vivjzds = j F v;dS, finalmente pode-se escrever a Eq (34) na forma
2,0 2,0

dada pela Eq (7), completando a demonstracao.

Um comentéario que se faz neste ponto € que para o caso de uma regido Q contendo uma
inclusdo e considerando o contato perfeito entre a inclusdo e a matriz tem-se que o procedimento é
analogo e chega-se ao mesmo resultado dado pela Eq. (7).

4 ALGUNS COMENTARIOS A RESPEITO DA UNICIDADE DA FORMULACAO
VARIACIONAL E A EQUIVALENCIA COM A MINIMIZACAO DE UM FUNCIONAL

Pode-se verificar a unicidade da formulagao variacional, Eq. (25), por meio da aplicagdo do
teorema de Lax-Milgram, ver por exemplo, (CIORANESCU; DONATO, 1999) e (SANCHEZ-HUBERT;
SANCHEZ-PALENCIA, 1992).

Verifica-se que o problema dado pela Eq. (25) satisfaz as hipéteses do teorema de Lax-

Milgram com o espago V = {v eH'(Q).v|,, = O} , a forma bililinear a(u,v)

auv)= [ aya(x)eq(u)e(v)dx, (35)
Q,uQ,
e o funcional linear L
(Lv)= [ fvdx+ [ Fvds. (36)
Q,uQ, 0,0

Primeiro, verifica-se que a forma bilinear na Eq. (35) é continua sobre V. Assim,
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la(u,v)|= J(aijkl(x)skl(u)sij(v))dx < <Ky 15725

Q

f (k1 Wijnijeij(u)sij(v)) dx
)

j(sij(u)sij(v))dx
Q
<Ky gy ‘(sij(u)aij(v))‘ dx<Cf ‘(sij(u)eij(v))‘ dx (por Cauchy — Schwarz)
Q , , Q (37)
<C| \eij(u)\ dx [ \au(v)\ dx
Q Q

<Gy ullv IVl =CiCaCalullyVlly < Clul vl vuveV.
utiliz. a eq. de normas

Na ultima expressdao da Eq. (37), que completa a demonstragdo, sugere-se consultar
(CIORANESCU; DONATO, 1999), onde é apresentada a equivaléncia entre as normas

Ve

Uma outra referéncia onde se encontram estas demonstragcbes é o trabalho de (FIGUEIREDO;
VIANO, 2005), que apresentam as demonstracdes para o caso linear isotropico.
Agora vejamos que a forma bilinear na Eq. (36) é eliptica sobre V. Assim,

a(u,u) = [ ajq(x) e (u)g;(u)dx
Q

H-

2 jkz mimi€ii(u) g5(u)dx = ky 77ij77ijj gj(u)g;(u)dx=Cy _[ gj(u)g;(u)dx (38)
Q Q Q
>C,Cq ||u||f| > a ||u||ﬁ vV ueV.

No ultimo passo da Eq. (38) utilizou-se a Primeira Desigualdade de Korn conjuntamente com a
Desigualdade de Poincaré para completar a demonstragéo, ver (OLEINIK et al., 1992).

O teorema de Lax-Milgram permite, em particular, demonstrar o seguinte resultado sobre a
minimizacdo de funcionais quadraticos que sdo de sumo interesse em importantes aplicagdes na
teoria da elasticidade.

Seja H um espacgo de Hilbert, L um funcional linear e continuo sobre H, e a=a(u,v) uma

forma bilinear, simétrica, continua e eliptica sobre H, entdo existe uma uUnica funcdo u eH para a qual
. 1 .
o funcional I(v) = Ea(v,v)— (L,v) alcanga o seu valor minimo.

Para maiores detalhes, sugere-se consultar (SANCHEZ-HUBERT; SANCHEZ-PALENCIA,
1992).
A forma a=a(u,v) e o funcional L satisfazem as hipoteses do teorema de Lax-Milgram, que

existe uma unica solugado u € H do problema variacional dado na Eq. (25). Qualquer que seja veH é
possivel expressa-la na forma v=u+w com w eH. Utilizando o carater bilinear e simétrico de
a=a(u,v), e alinearidade de L, tem-se

I(u +w):%a(u +W,u+w)—(Lu+w)
:%a(u,u)+a(u,w)+%a(w,w)—<L,u>—<L,W> (39)

=%a(u,u)—<L,u> +a(u,w)—<L,w>+%a(w,w)= I(u)+%a(w,w),
—————— 0 PelaEq. (25)

I(u)
de onde resulta, em virtude do carater eliptco de forma a=a(u,v), que

I(u+w)—|(u)=%a(w,w)2050 ||w||f| Vv weH, e como «,>0 finamente tem-se que o incremento

l(lu+w)—I(u)>0 e aigualdade ocorre apenas quando w =0, ou seja, 0 que se queria provar.

Este teorema fornece um resultado muito importante que permite a busca da solugdo do
problema variacional, Eq. (25) (ou a de seu equivalente problema na forma forte dado pelas Egs. (1),
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(2), (6), (21), (22) e (23)) como um problema de minimizagdo do funcional I(v):%a(v,v)—(L,v). E

interessante, também, que para o problema estudado resulta que o infimo do funcional é negativo e
igual ao oposto da energia de deformacgéao elastica, ou seja, que se u é a solugao de Eq. (25) entéao
l(u)=-W.

Finalmente, sugere-se consultar (SANCHEZ-HUBERT; SANCHEZ-PALENCIA, 1992), em que
sdo apresentados resultados de interesse devido a importancia destas formulagbes para a aplicagao
de métodos aproximados de solugédo, como o MEF.

5 CONCLUSOES

Neste trabalho estudou-se um problema de valor de contorno misto sobre um meio elastico-
linear anisotropico e heterogéneo, apresentando-se a expressao da energia de deformagao elastica e
demonstrando-se a unicidade da solugdo. Também apresentou-se a formulagao desse problema para
um material composto por duas fases elasticas com condi¢des ideais de contato e a sua formulagao
variacional formal, sendo que na sec¢ao 3.2, resolveu-se o problema de um de sélido constituido de
dois materiais. A abordagem feita para resolver o problema descrito na seg¢do 3.2 pode ser estendida
para resolver os problemas sobre uma célula periédica. Em seguida, demonstrou-se a equivaléncia
entre ambas as formulagdes, a forte e a variacional. Nas duas ultimas secbes foram apresentadas
algumas verificagcbes sobre a unicidade da formulagado variacional e a equivaléncia do problema
variacional com um problema de minimizacdo de um funcional. A importancia deste estudo é dar de
maneira mais compreensivel para engenheiros os fundamentos tedricos das aplicagdes aos calculos
numericos utilizando, por exemplo, o MEF.
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