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PROPOSICAO DE UM MODELO CONTINUO PARA UM SISTEMA DISCRETO DE
PARTICULAS
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Resumo

Materiais compositos sdo estudados detalhadamente por alguns ramos da ciéncia, engenharia e industria devido
a sua importante aplicabilidade. Eles combinam as vantagens das propriedades individuais de seus constituintes
homogéneos em um Unico material. Isto motiva o estudo das propriedades macroscopicas do compoésito através
das propriedades fisicas e geométricas dos seus constituintes. Dentre 0s compdésitos, alguns materiais
microestruturais discretos como materiais nanocristalinos e granulares também tém sido estudados com a
finalidade de se buscar um modelo continuo adequado. Neste artigo alguns conceitos do método de
homogeneizagao sdo aplicados no modelamento de tais estruturas discretas.
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PROPOSITION OF A CONTINUOUS MODEL FOR A DISCRETE SYSTEM OF
PARTICLES

Abstract

Composite materials are studied in detail because of their wide applicability in many branches of science,
engineering, and industry, as they combine the advantages of the individual properties of their constituents into a
single composite material. This motivates the study of the composite’s macroscopic properties via the physical
and geometrical properties of its constituents. Among the composites, special attention has been paid to discrete
microstructured materials, such as nanocrystalline and granular materials, in order to find the corresponding
adequate continuum models. Here, some ideas of the homogenization method are applied in the modeling of such
discrete structures.
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1 INTRODUCAO

Materiais heterogéneos sé@o encontrados nas formas natural ou sintética. Exemplos tipicos sédo
ligas metalicas, misturas de polimeros, meios porosos e fissurados, materiais policristalinos e
compaésitos.

Dentre estes materiais, 0os compositos sdo considerados especiais, pois combinam as
vantagens das propriedades individuais de seus constituintes homogéneos em um Unico material.
Desta forma, obtém-se um material com maior resisténcia, rigidez, reducéo de peso, flexibilidade de
projeto, ganho em propriedades opticas, etc.

Com isso, alguns ramos da ciéncia, engenharia e industria tém grande interesse em investiga-
los a fim de obter novas aplicagbes. Na area da Optica, por exemplo, a obten¢do de um material que
ofereca boa qualidade Optica € atraente. Com este objetivo, WUNG et al. (1991) apresentam a
preparacdo de um composito constituido do polimero organico poly(p-phenylene vinylene) (PPV) em
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combinacdo com vidro de silica empregando o processo solucdo-gel. Embora a silica seja um
excelente meio fotbnico, seu coeficiente éptico ndo-linear de terceira ordem, fundamental para todo
chaveamento Optico, é extremamente baixo. Por isso, a vantagem de combina-lo com o PPV que
possui alta qualidade 6ptica e o coeficiente de terceira ordem relativamente alto. Os autores declaram
gue este compdsito se mostra promissor para aplicacdes como guias de ondas o6pticas.

Estudos tedricos tém sido propostos para construcdo de modelos que possam determinar as
propriedades macroscopicas ou globais de compdésitos, como documentado em BENSOUSSAN et al.
(1978), SANCHEZ-PALENCIA (1980), POBEDRYA (1984), BAKHVALOV; PANASENKO (1989),
PANASENKO (2005) e outros. Estes métodos consistem em caracterizar o composito por um
elemento de volume representativo (ou, célula unitaria peridédica) que contém todas as propriedades
fisicas e geométricas do compasito original. Este elemento deve ter dimensdes muito menores do que
a caracteristica macroscopica do problema. Este processo de passar da escala microscopica para a
escala macroscopica chama-se homogeneiza¢édo (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989).

Baseando-se nestes conceitos, torna-se desejavel buscar modelos adequados para descrever
materiais com microestruturas discretas como 0s materiais granulares ou nanocristalinos, os quais sao
considerados casos especiais de materiais compésitos (PANASENKO, 2008). Esses materiais,
formados por um grande nuimero de particulas, sdo representados por uma rede regular, ou, quase
regular destas particulas. Muitas vezes o0 modelo correspondente resulta em um grande ndamero de
equacles para serem resolvidas.

z

Atualmente é reconhecido que os efeitos microestruturais tém um papel significativo no
comportamento mecanico de materiais granulares. E o caso quando a escala espacial de excitagdo é
da ordem da escala caracteristica da microestrutura. Devido a isto, & importante buscar um modelo
diferente do continuo classico. Exemplos importantes destes efeitos sdo dispersao e propagacéo de
ondas nos materiais granulares. MUHLHAUS e OKA (1996) apresentam um modelo continuo
generalizado para meio granular por homogeneizacao direta usando as equac¢des de movimento
obtidas pelo modelo discreto. Eles partiram do modelo de oscilador de Fermi-Pasta-Ulam (FPU) para
estudar a propagacao de ondas longitudinal em um meio granular. O modelo FPU consiste de N
particulas de massas igualmente espacadas, cada uma tendo massa m, as quais estdo conectadas
por molas elasticas ndo lineares. Deste modelo discreto eles deduzem um modelo continuo por
substituicdo de quocientes de diferencas por quocientes diferenciais ou expansdo de Taylor,
respectivamente. Finalmente, eles obtém as relacdes de dispersdo para a propagacdo de ondas
longitudinais e de cisalhamento nos materiais granulares. METRIKINE e ASKES (2002) propdem um
novo formalismo para obter modelos de elasticidade de gradientes de alta ordem a partir de uma
microestrutura discreta. Eles consideram uma cadeia unidimensional e longa de particulas e molas.
Eles assumem que cada mola possui 0 mesmo coeficiente elastico k e cada particula possui a mesma
massa m. Analisando o comportamento dindmico deste sistema de particulas-molas e usando as
equacdes de movimento discreto, eles chegam a uma equacdo de movimento continua e, a partir
desta equacdo, deduzem uma expressao que descreve a propagacao de ondas de dispersédo de alta
frequéncia associada com o parametro de distancia entre as particulas da cadeia. Finalmente, eles
aplicam o modelo para analisar a propagacao de ondas harmdnicas em uma barra com microestrutura.

Neste contexto, este artigo utiliza conceitos do método de homogeneizacdo no estudo de um
modelo discreto. Este artigo baseia-se no trabalho apresentado na Secéo 5 de Panasenko (2008). O
artigo esta estruturado como segue: Na Secdo 2 € descrito 0 método de homogeneizacdo para um
modelo discreto unidimensional; na Secdo 3 sdo apresentados dois exemplos para mostrar a
consisténcia do método; na Secao 4 sdo apresentadas algumas conclusées.
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2 HOMOGENEIZACAO DE UM MODELO DISCRETO

Nesta sec¢do, um modelo continuo é derivado de um modelo discreto através do método de
homogeneizacdo. Partimos de um modelo discreto muito simples o qual baseia-se em uma malha de
pontos unidimensional. Fisicamente, podemos visualizar este modelo discreto como uma rede
unidimensional de particulas iguais e conectadas com molas elasticas iguais, ou, uma cadeia de
particulas atbmicas linear.

Assumimos que cada particula interage somente com suas particulas vizinhas. A posicdo de
equilibrio é definida pela coordenada X; = jh,com j=0,..,n,emque h=1/n com n>1. Assim, h é

um parametro pequeno e positivo, chamado passo da rede de particulas, conforme ilustrado na Figura
1.
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Figura 1 — Uma cadeia de particulas unidimensional elasticamente acoplada.

Assumimos que o deslocamento do ponto X; € Y;. Analisando a variagdo espacial em torno do
ponto x; e usando o metodo das diferencas finitas centrais, podemos escrever a equagéo
Yia—2Y;j+VYja
_ >
com f(X) sendo uma funcdo conhecida, a qual representa uma distribuicdo de forcas. Esta equacéo

€ uma aproximacdo da segunda derivada espacial do deslocamento. Ela descreve a interacdo da
particula X; com suas duas particulas vizinhas conectadas por molas elasticas iguais. Pode-se

=f(x;),j=1..,n-1, (1)

considerar uma for¢a elastica, por exemplo, quando se quer estudar, em uma primeira aproximacao, o
comportamento vibracional de moléculas, ou, atomos em um sélido.

Assumindo ainda que as particulas das extremidades estejam fixas, impomos as condicbes de
contorno

Yo=0ey,=0. )

Considerando um grande numero de particulas e diminuindo as distancias entre elas, ou seja,
fazendo h muito pequeno, podemos considerar um modelo unidimensional continuo. Para isto, é
necessario introduzir uma funcdo suave e continua U no dominio [0,1] de forma que seus valores
u(x;) aproximem os valores de Y;, os quais lembramos do exposto acima, s&o os deslocamentos das
particulas no sistema discreto. Agora expandimos U utilizando a série de Taylor em uma vizinhanca
de X; de tamanho 2h . Aqui, define-se célula unitaria como uma particula com duas molas adjacentes,
conforme ilustrado pelo retangulo tracejado na Figura 1.

2 3 4

, hs h® . h
(X)) =u(x; £h) ~u(x;) £hu (xj)i?u (xj)igu (xj)iau(‘”(xj). (3)
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Substituindo a Eqg. (3) na Eq. (1) e definindo y; = u(X;) , obtemos

_U(Xj+l)_2u(xj)+u(xjfl) :_i{ h2 h3 h

' m mom 4
o 5 u(xj)+hu(xj)+2u(x)+6u (x)+24u (t,)—2u(x;)

2 3

+u(x;)—hu'(x, )+h—u“(x )—h—u"‘(x )+h u@(t)—-2u(x, )}

) (4)
2h u" @ h* )
=— X u t)+—u(t
h{ u"(x;)+ (t)+o,u7 )
=—U"(X;) + "’ (u9t,)-u“(t))
24
onde t, é a coordenada de um ponto entre X; e x; £h, isto é, entre X;e X,
Note da Eq. (4) que o segundo termo da Ultima igualdade é de ordem O(h?), ou seja,
u(x.,)—2u(x.)+u(x,,) |

— j+l hz] j-1 :—(U (Xj)+0(h2)). (5)
Comparando a Eq. (5) com a Eq. (1), podemos dizer que a equagao diferencial
-u"(x)=f(x), xe[0,1], (6)

aproxima a Eq. (1) com um erro de ordem O(h*). Temos, portanto, uma equacéo diferencial de
segunda ordem para o problema homogeneizado. Aqui, assumimos que f(x) é uma funcdo duas
vezes diferenciavel e independente de h. Logo, o problema de contorno consiste em achar o campo
de deslocamento u:(0,1) — R que satisfaga a Eq. (6) e as condiges de contorno

u(0)=0, u()=0. 7)
Estas condigbes correspondem as condigdes (2).

Observe do exposto acima que o nivel de precisdo da aproximacédo entre os sistemas discreto,
modelado pelas Egs. (1) e (2), e continuo, modelado pelas Eqgs. (6) e (7), depende do nimero de
termos na série de Taylor.

3 APLICACAO DO METODO

Com a finalidade de visualizar a consisténcia do método de homogeneizacdo aplicado em
modelos discretos, comparamos a solugédo exata do problema homogeneizado dado pelas Egs. (6) e
(7) com a solucdo do problema discreto dado pelas Egs. (1) e (2) para dois casos da funcédo f(x), a

saber, f(x)=x e f(x)=cos(27x). O objetivo é estudar o comportamento da solucédo do problema

discreto com respeito a variagdo do numero de particulas. Os resultados sdo apresentados nas
Figuras 2 e 3, respectivamente.

3.1 Exemplo1

Substituindo f (x) = X na Eq. (6), a solugéo que satisfaz as condicdes (7) é dado por

u(x):—%(x3—x). (8)
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Por outro lado, utilizamos as condi¢cdes de contorno (2) e o método de eliminacdo de Gauss para
resolver o sistema de n-1 equacdes lineares (1) para as n-1 incognitas y;, j=12,..,n-1, do
modelo discreto para um numero crescente de particulas n=2,4,10,16, onde lembramos do inicio
desta sec¢do que h :l/n. Os resultados obtidos possibilitaram gerar os graficos mostrados na Figura
2, onde a coordenada X estd no eixo das abscissas e o0s deslocamentos continuo U e discreto
y;, 1=12,..,n-1, estdo no eixo das ordenadas.

Observa-se da Figura 2 que, para n=16, os valores discretos y; e calculados para u(x) nas
coordenadas correspondentes X; estdo de muito bom acordo, confirmando a consisténcia do método

de homogeneizag&do quando o numero de particulas é suficientemente grande.
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Figura 2 — Gréfico de deslocamento versus coordenada X para o caso f(X)= X e para um nimero
crescente de particulas.

3.2 Exemplo 2

Substituindo f(x) =cos(272x) na Eq. (6) e resolvendo esta equagdo juntamente com as
condicdes (7) obtemos
1
Ar?
Por outro lado, utilizamos as condi¢des de contorno (2) e o método de eliminacdo de Gauss
para resolver o sistema de n—1 equagdes lineares (1) para as n—1 incognitas y;, j=1,2,..,n-1, do

u(x )=

(cos2mx—1). 9)

modelo discreto para um numero crescente de particulas n=2,4,8,16, onde lembramos do inicio
desta segdo que h=1/n. Os resultados obtidos possibilitaram gerar os graficos mostrados na Figura
3. Novamente, a coordenada X estd no eixo das abscissas e os deslocamentos continuo u(x) e

discreto Y j=12,..,n—1, estdo no eixo das ordenadas.
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Similarmente ao observado na Sec¢éo 3.1, o modelo continuo aproxima bem o modelo discreto
para um namero elevado de particulas. Aqui, no entanto, o erro ‘u(x)— yj‘, j=L12,..,n=1, é maior do

gue o erro correspondente do Exemplo 1 para o mesmo namero de particulas n.
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Figura 3 — Gréfico de deslocamento versus coordenada X para o caso f(X) =c0S(27x) e para um
namero crescente de particulas.

4 CONCLUSOES

A partir do problema descrito na secdo 5 do artigo de Panasenko (2008) foi realizada uma
revisdo bibliografica. Nesta revisdo foram encontrados trabalhos que estdo sendo realizados na area
de mecénica dos solidos. Por exemplo, METRIKINE e ASKES (2002) estudam o comportamento
dindmico de materiais microestruturais através da formulacdo de um modelo continuo, SUIKER,;
BORST, (2005) e ADRIANOQV et. al. (2010) estudam a propagacgado de ondas em materiais granulares
analisando a relacdo de disperséo nestes meios através do modelo de homogeneizagao.

Os graficos mostrados nas Figuras 2 e 3 ilustram bem a aproximacdo das solucdes dos
problemas discretos a solu¢do do problema homogeneizado e isso ndo é mostrado nos artigos da
literatura consultada.

Demonstra-se que a diferenca entre a solu¢gdo do problema discreto e a solugdo do problema
continuo é da ordem de O(hz) , a qual justifica o principio de homogeneidade equivalente do processo

de homogeneizacdo. Pode-se concluir que a homogeneizacdo é uma ferramenta rigorosa para
modelar materiais com caracteristicas discretas.
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