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UMA FORMULACAO REGULARIZADA PARA O ACOPLAMENTO MEC/MEF
NA ANALISE DE DOMINIOS ENRIJECIDOS

Edson Denner Leonel* & Wilson Sergio Venturini?

Resumo

Este trabalho apresenta uma formulacéo para a anélise de dominios enrijecidos usando o acoplamento
entre os métodos de elementos de contorno (MEC) e de elementos finitos (MEF). O acoplamento do
MEC a outros métodos numéricos sempre foi atrativo, uma vez que permite empregar o método
numérico mais conveniente na representacdo das sub-estruturas onde este apresenta melhor eficiéncia.
Neste trabalho, o comportamento estrutural do dominio em andlise sera descrito pelas equacdes do
MEC, enquanto nos enrijecedores esse comportamento serd descrito pelas equagdes do MEF. A
formulacé@o proposta emprega um procedimento de regularizacdo por minimos quadrados no conjunto
final de equac6es. Tal procedimento é necessario devido a adocéo de diferentes graus de aproximacao
para deslocamentos e forgas de superficie nos enrijecedores. Dessa forma, sdo geradas mais equacdes
que o numero de incognitas da analise. Serdo apresentados exemplos onde os resultados obtidos pela
formulacéo proposta sdo comparados aos resultados fornecidos pelo programa ANSYS.

Palavras-chave:Método dos Elementos de Contorno. Método dos Elementos Finitos. Acoplamento MEC/MEF.

A REGULARIZED FORMULATION FOR BEM/FEM COUPLING TO ANALYSIS
OF REINFORCED DOMAINS

Abstract

This work presents a formulation for analysis of reinforced domains using the coupling between boundary
element method (BEM) and finite element method (FEM). To couple BEM to other numerical methods was always
attractive because it allows to use the more convenient numerical method in the analysis of sub-structures where
it presents better efficiency. In this work, the structural behavior of the domain will be described by BEM
equations while in the reinforcements this behavior will be described using FEM equations. The proposed
formulation applies a regularization procedure, using least square process, on the final system of equations.
This procedure was adopted due the choice of different approximations for displacements and tractions on the
reinforcements. This choice produces more equations than variables in the final system of equations. Structures
were analyzed and the results of the proposed scheme were compared with the results achieved using models
constructed using ANSYS program.

Keywords: Boundary Element Method. Finite Element Method.Coupling BEM/FEM.

1 INTRODUCAO

O acoplamento entre diferentes métodos numéricos € um tema que vem sendo largamente
discutido nas ultimas décadas pela comunidade cientifica. A combinacdo entre os diversos métodos
numeéricos é um assunto de grande interesse, pois possibilita empregar o método numeérico mais
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conveniente na representacdo das sub-estruturas onde estes apresentam maior eficiéncia,
aproveitando melhor assim as particularidades de cada um.

No tocante a analises via método dos elementos de contorno (MEC), este vem sendo
correntemente acoplado ao método dos elementos finitos (MEF) possibilitando assim a abordagem de
diversos problemas. Nesse campo de pesquisa podem ser destacados os esfor¢cos de Brebbia &
Georgio (1980), os quais analisaram problemas bidimensionais através da combinacdo MEC/MEF. Os
autores combinaram elementos de contorno constantes com elementos finitos quadraticos e, apesar
dos diferentes graus de aproximacao utilizados, foram obtidos bons resultados. Mustoe & Volait (1980)
também estudaram a combinacdo MEC/MEF para analisar a interacdo tunel-suporte considerando os
efeitos da descontinuidade entre rocha e concreto. Problemas envolvendo escavacdes reforcadas séo
também tratados em Stamos & Beskos (1995) enquanto aplicacdes em problemas planos podem ser
encontradas em Vallabhan & Sivakumar (1986) e em Pavlatos & Beskos (1994) sendo que nesse
ultimo trabalho os autores desenvolvem um esquema de acoplamento no dominio do tempo para a
andlise dindmica de estruturas elastoplasticas.

Coda (2001) apresenta uma andlise do comportamento ndo-linear dindmico e estatico de
meios reforgados através de uma abordagem do acoplamento MEC/MEF onde o MEF ¢ utilizado para
representar os reforcos no meio discretizado pelo MEC. Mesquita & Coda (2007) apresentam uma
formulacdo, utilizando este tipo de acoplamento, para a abordagem de problemas viscoelasticos. Botta
(2003) desenvolveu o acoplamento MEC/MEF em chapas, estudando problemas de contato, na
interface entre o dominio e o enrijecedor e ainda para minimizar perturbacbes indesejaveis nos
resultados nesta interface, é aplicada a técnica de suavizacdo do contorno com minimos quadrados.
Problemas envolvendo mecénica da fratura sao tratados em Aour et al. (2007). Nesse trabalho o
acoplamento MEC/MEF é desenvolvido de tal forma que nas faces da fissura sdo empregados
elementos de contorno enquanto no restante do corpo analisado séo utilizados elementos finitos. Os
autores obtiveram bons resultados na obtencado dos fatores de intensidade de tensao.

A formulacdo que sera apresentada nesse trabalho trata do acoplamento MEC/MEF para a
andlise de dominios enrijecidos. Nessa formulagéo, as equacgfes algébricas do MEC representardo o
comportamento estrutural do dominio plano em analise, enquanto as equacdes do MEF serdo
utilizadas para a descricdo do comportamento estrutural dos enrijecedores. O elemento finito adotado
apresenta diferentes aproximagbes para os deslocamentos e para as forcas de superficie. Os
deslocamentos sdo aproximados por meio de um polindmio cubico enquanto as forgas de superficie
sdo aproximadas por um polinémio do primeiro grau. Esse procedimento faz com que sejam geradas
mais equacdes que o numero de incégnitas do problema. Assim, torna-se necessério a utilizacdo de
um processo de regularizacdo para permitir que o sistema final de equagdes seja solvivel.

O procedimento de regularizacdo é empregado com o objetivo de se obter respostas suaves e
estaveis para as forcas de superficie na interface entre os enrijecedores e o meio. Como observado
em Leite et. al. (2003), os resultados para essa grandeza sao instaveis quando se utiliza a mesma
aproximacao para os deslocamentos e para as for¢cas de superficie. Embora o equilibrio seja mantido,
a distribuicdo das forcas de superficie ndo corresponde a configuracao do carregamento atuante.

Serdo apresentados dois exemplos onde os resultados obtidos pela formulagdo proposta sdo
comparados as respostas fornecidas por modelos construidos no programa ANSYS o qual efetua a
andlise de estruturas utilizando somente as equages do MEF.

2 EQUACOES DO ELEMENTO FINITO DE FIBRA

Neste trabalho serdo consideradas fibras retilineas mergulhadas em qualquer dire¢cdo dentro
do dominio bidimensional. As extremidades das fibras podem chegar ao contorno e valores de forca
ou deslocamento podem ser prescritos diretamente no elemento da fibra. As fibras serdo modeladas
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com elementos finitos de fibra de geometria linear com dois graus de liberdade de por né, paralelo e
normal ao eixo da barra.

Para uma forca f aplicada longitudinalmente distribuida ao longo da fibra, a equacéo
diferencial de equilibrio para um ponto x qualquer do dominio da barra é:

d?(u(x)) 1

f(x)=0 1

o 26saro) 1)

sendo: u(x) o deslocamento longitudinal do ponto x, G o modulo de elasticidade transversal do
material da fibra, v o coeficiente de Poisson e S a area da secao transversal da fibra.

Parece bastante razoavel a adocdo de polindmios com diferentes graus para as aproximacgoes

dos deslocamentos, u(x), e das forcas, f , por elemento finito. Para o elemento de fibra, adota-se um

polinbmio cubico para aproximar os deslocamentos e um linear para as forcas. Assim, a derivada
segunda do deslocamento aproximado tem o mesmo grau polinomial que a forgca aproximada,
conforme a equacéo diferencial de equilibrio, Eq. (1). Definem-se, por elemento finito, quatro variaveis
nodais de deslocamento e duas de forca, conforme apresenta a Figura 1.

fl f = f1¢l+ f2¢2
R —— | P

— — — ¢
|
|

L/3 L/3 L/3

Figura 1 — Variaveis nodais do elemento finito de fibra.

Conforme a Figura 1, os quatro nés com as variaveis de deslocamento estdo definidos nas
duas extremidades do elemento e nos tercos do elemento. Os n6s com as variaveis de forca sdo os
dois de extremidade da fibra. As equacgles algébricas de equilibrio do elemento da Figura 1 séo
obtidas utilizando-se o principio dos trabalhos virtuais, expresso pela seguinte equagéo:

f“ J' [a(uE)ag(auE)JdQE - J' (fE6uF)dQe —Flous |=0 )

Qe=1\ o Qe
onde: a(uE) é a tensdo normal na fibra, g(uE) a deformacao longitudinal na fibra, uf o deslocamento

nodal, f& a forca nodal, F' as for¢cas concentrada no no i, Qg o dominio do elemento finito, §as
variacdo das grandezas e NF o numero total de fibras da malha.
Da Eg. (2) resulta o sistema de equacdes do elemento finito:

L C R G ®)

E o wvetor com os

em que: KE é a matriz de rigidez do elemento finito, GF a lumping matrix, u
deslocamentos nodais, ff o vetor com as forcas de superficie e FFo vetor com as forcas
concentradas nos nos.

A matriz GE, funcdo das caracteristicas geométricas do elemento, é dada pelo produto das
fungBes polinomiais linear e cubica da segunda integral da Eq. (2). Para os nés posicionados da forma
como apresentado na Figura 1, o sistema matricial da Eq. (3) pode ser explicitado da seguinte forma:
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o }
37 4725 135 -0325||ur 20 Joo FE
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sendo: E 0 médulo de elasticidade longitudinal e L o comprimento do elemento finito.

3 FORMULACAO DO ACOPLAMENTO DAS FIBRAS COM O DOMINIO BIDIMENSIONAL
VIA COMBINACAO MEC/MEF

3.1 Equacdes do acoplamento

Para considerar o dominio bidimensional enrijecido com fibras, estas modeladas com
elementos finitos e o primeiro com elementos de contorno, propde-se uma formulagdo combinando as
equacdes dos dois métodos considerando a aderéncia perfeita entre os dois meios. O acoplamento
entre 0s materiais é garantido por meio da imposicao do equilibrio de for¢cas e compatibilidade de
deslocamentos. Assim:

A (5)

Oy (6)
onde: f°, fE s&o as forgas do dominio do corpo e na fibra respectivamente e u®,uf os deslocamentos
nos pontos nodais no dominio e na fibra respectivamente.

O termo f E corresponde a forca distribuida que a fibra aplica ao corpo a qual, por equilibrio, é

igual e de sinal oposto a forca que atua na propria fibra. Os deslocamentos na interface devem ser
iguais por compatibilidade. Para o problema discretizado, as Eq. (5) e Eq. (6) sdo equivalentes a:

(1o =-{re={r) (7)
uP)={uff={u} (8)

O equilibrio e a compatibilidade s&o por né de interface. Para o problema tratado, ou seja,
dominio plano com fibras retilineas, a reagéo das fibras sobre o dominio equivale a uma linha de carga
aplicada ao dominio do corpo. Esta linha de carga, por equilibrio com a forca admitida linear no
elemento finito, tem a forma de uma sequéncia de trechos lineares ligando nés consecutivos conforme
mostra a Figura 2. Nessa figura, os elementos séo continuos, ou seja, para n elementos finitos de uma
barra tem-se (n+1) nos e variaveis de forca. A forca incognita, aplicada ao dominio como uma linha de
carga, precisa ser levada em conta nas equagdes do MEC.

A linha de carga aparece nas equac¢des como se fosse uma for¢ca de massa aplicada numa
area que tende a zero, ou a uma reta nos casos planos. Assim, o termo de dominio da identidade
Somigliana pode ser reescrito como:

jbj(c)u;(f,c)dgzj £ (c)us (f,c)d0e (9)
Q

Qe

em que: ij € a reacdo da fibra sobre o dominio segundo a direcdo j do sistema cartesiano.
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barras em
elementos finitos

Linhas g=—g— : o

de carga

Figura 2 — Linhas de carga aplicadas ao dominio.

A Eq. (9) fica melhor escrita se ao invés de f°, for decomposta a solugdo fundamental u,j
Dessa forma:

j £ (c)us (F,0)d Qg = j £2(Q)uiP (f,c)dQg = j £ (c)us (F,c)n}d0g (10)

QE QE QE

Na Eg. (10), o termo 77’; indica os cossenos diretores da linha de carga em relacdo ao sistema
de coordenadas cartesianas. A Ultima integral da Eq. (10) pode ser transformada em uma somatoria:

ND . . ND NEF . .
> j £2(c)uy (F.0)7jdQe = > > J' £2 (©)uj (f,0)7;d 0, (11)
fb:lQE fb=1 k=1 Qg

Nessa notacdo ND representa o numero total de fibras do dominio e NEF o nimero total de
elementos finitos contidos em cada fibra. Sendo a forca aproximada linearmente sobre as linhas de
carga, a Eq. (11) pode ser reescrita como:

ND NEF ND NEF

Y2 [ tPEutomdae =Y > [ (eEui(f,om) P (©dag, (12)

fo=1 k=L 0 =1 k=L g

sendo: ¢ a funcdo de aproximacéo do carregamento e f° os valores nodais do carregamento atuante
sobre as fibras.

As integrais apresentadas na Eq. (12) podem ser avaliadas numericamente empregando-se
guadratura de Gauss-Legendre. Para melhoria de precisdo pode ser utilizado o procedimento de sub-
elementacdo, o qual foi utilizado neste trabalho. Caso o ponto fonte pertenca a linha de carga
recomenda-se calcular essa integral empregando-se recursos analiticos, tal como feito nesse trabalho.
Dessa forma, a expressédo para a determinagdo das grandezas no contorno é a apresentada na Eq.
(13).

[Hus Uy} =[G J{Ro} +[Goe J{ 1°} (13)

Sendo as matrizes [Hy, |e[Gy, | iguais as matrizes [H]e[G] classicas do MEC, decorrentes da

integracdo das solu¢des fundamentais de deslocamento e forca de superficie sobre o contorno. O sub-
indice b indica contorno. A matriz [ G, | contém os coeficientes de integracéo da Eq. (12).

Para completar as equacdes necessarias ao acoplamento e a conseqlente determinacdo dos
parametros do contorno, falta montar as equac@es algébricas dos deslocamentos dos pontos internos.
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Deve-se escrever uma equacédo para cada deslocamento do meio continuo, nos pontos coincidentes
com o0s nos de deslocamento dos elementos finitos, para que a Eq. (8) seja obedecida. Assim:

WP =u () = [Py (©)u; (e dr =[u; @Ry (FLeumdr+ [ £ 5 @uj(f,chmjmdee (14)
r r Q¢
Ou seja, a Eq. (14) é a equacao integral dos deslocamentos dos pontos internos do sélido, na
direcdo do eixo da fibra, que é a direcéo do grau de liberdade em deslocamento do elemento de barra,
Figura 1. A Eqg. (14) vale somente para pontos fontes, “f, internos. A equacéo algébrica que resulta da
Eqg. (14), aplicada a todos 0s nds internos, pode ser escrita como:

[Hes {Us}+{Ue} =[Gen J{R} +[Gee ]{ ° (15)
Sendo [Hg, || Gg, |e [Gee | matrizes de influéncia das integragfes dos pontos internos.

Na Figura 3, tem-se a representacdo de uma barra, discretizada em n elementos finitos, e da
linha de carga de dominio, superposta a barra. Os n6s de deslocamento, definidos geometricamente
para cada elemento finito, segundo a Figura 1, estdo representados por quadrados na Figura 3. As
cruzes representam os pontos fontes, “f", da Eq. (14) dos deslocamentos internos. Observa-se que,
nas extremidades da fibra, para os primeiro e ultimo nds, as equa¢c6es do MEC nao séo escritas ha
posicdo dos nds, mas para posicdes deslocadas, internas a linha de carga. Para os demais nos,
internos a linha de carga, os pontos fonte da equacdo do MEC coincidem com os nds de
deslocamento dos elementos finitos.

O esquema da Figura 3 estende-se, nesta formulacdo, para todas as fibras do dominio. Este
esquema facilita a integracdo analitica sobre o primeiro e ultimo elementos da linha de carga da
integral da Eq.(12), para a equacao dos pontos deslocados de extremidade. Outra vantagem € permitir
gue as extremidades das fibras possam chegar ao contorno do corpo sem que a equacdo do MEC
necessite ser escrita para pontos do contorno.

Elementc ; Finito

) ®

<@ = = <@ <@ = = < < = = @>
(oKXW XK.

\ Linha de Carga

® Nos de extremidade do elemento. N6s de Forga.
[J No6s de deslocamento. EquagBes do MEF.
X Nos de deslocamento. Equac6es do MEC.

Figura 3 — NOs internos para a equacgéo dos deslocamentos do MEC.

Com as posicoes dos nos definidas na Figura 3, a equacdo de compatibilidade de
deslocamentos deve ser reescrita como:

(P} =[THu®} =[T]{u) (16)
Sendo [T] a matriz que relaciona a posigéo dos nés de {uD}com 0s nos de {uE}. Por exemplo, da

Figura 3, para os dois pontos fonte deslocados das extremidades da fibra, supondo-os distantes de
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cada extremidade de % do comprimento do primeiro ou do Ultimo elemento que contém os pontos
fonte, tem-se:
[ 0.3125 0.9375 -0.3125 0.0625

7)

—

—

[a—

Il
OOOOzOOO
OOOOZI—‘OO

<

OOI—‘zOOOO
OHOZOOOO
HOOZOOOO
OOOZOOOO

OOOOZOOH
OOOOZOHO

0.0625 -0.3125 0.9375 0.3125 |

Ou seja, com excecao da primeira e da ultima linha, a matriz é igual a identidade. Dessa forma,
0 conjunto de equacdes para a determinacdo dos parametros do acoplamento MEC/MEF e os valores
de contorno podem ser resumidos como na Eq. (18).

[Huo {Us | =[be]{Pb}+[GbE]{ f D}

[Hep {Up} +[T]{Ue} Z[GEb]{Pb}+[GEE]{fD}

K Jusf=[o® J{ro)+{Fe)

U (18)

[An X} =[Bbb]{Fb}+[GbE]{fD}

[Aep J{ X} +[T]{Ue} :[BEb]{Fb}+[GEE]{fD}

K Jusf=[e® J{ro)+{Fe)
Sendo que [ A, |e[B,, | resultam da troca de colunas entre as matrizes [Hy, |e[Gy, |- J& [Ag, |©[Bg ]
decorre da troca de colunas entre as matrizes [Hg, |e[Gg, |. Enquanto{F,} s&o os valores prescritos de
forga de superficie e deslocamentos no contorno e {X}sé&o as grandezas incognitas no contorno.

Resta ainda uma Ultima equacdo a ser apresentada a qual refere-se a determinagdo das
tensbes nos pontos internos ao contorno. Nesse caso, a exemplo da identidade Somigliana, as forcas
de dominio séo levadas em conta através da integral:

jbj (C)Dijk(f,c)dQ:I () Dy (F,€)dQg (19)
Q Qp

O termo Dy, € obtido a partir da derivacdo da solugéo fundamental de deslocamento. E a exemplo da
Eq. (12) tem-se:

ND NEF ND NEF

22 [ POD(tomde =D > [ (2D (fom) £ (©d0g, (20)

b=1 k=1 o, fb=1 k=1 o,

Assim, a equacdo para a determinacdo das tens@es internas, de forma semelhante a equacao
apresentada para a obtencdo dos deslocamentos nos pontos internos, pode ser matricialmente
expressa como:

{H,b}{ub}qa}:{G,J{Pb}{em}{fD} (21)
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Onde o sub-indice | indica ponto interno. As matrizes {H_,b} e {G_,b} séo as matrizes de influéncia das

integracbes dos pontos internos sobre os elementos no contorno. A matriz [G,E}é obtida como

resultado da solucéo da Eq. (20).

A formulacdo pode ser estendida para o caso em que os elementos finitos de fibra possuem
dois graus de liberdade (x e y) e ndo apenas um grau de liberdade, paralelo ao comprimento da fibra.
Esse procedimento foi efetuado neste trabalho e permite a analise de reforgos que formam uma
configuracdo de trelica no interior do dominio. A consideracdo desse tipo de configuracdo nos
enrijecedores é de grande importancia, pois permite a andlise de estruturas mais complexas e ao
mesmo tempo contribui para as formulagbes do MEC uma vez que acoplamentos MEC/MEF que
consideram esse tipo de interag&o entre enrijecedores ndo sdo encontrados na literatura. Para tanto
as Eq.(4), Eq. (12), Eq. (14), Eq. (17) e Eqg. (20) devem ser reescritas.

Para a Eq. (4) a matriz de rigidez deve ser expandida de forma a contemplar também os
deslocamentos na direcdo normal ao corpo da fibra. O mesmo aplica-se a “lumping matrix”, a qual
deve também abranger as for¢as na dire¢cdo normal ao eixo do elemento de fibra. Assim a matriz de
rigidez pode ser reescrita como:

[ 37c2 3,7CS  _4725¢c% -4,725CS  135C2 1,35CS  _p325c2 —0,325CS |
3,7CS 3,752 -4,725CS  _4 72552  1,35CS 13582 -0,325CS _( 32552
—4,725C% —4,725CS  10,8C? 10,8CS  _7,425c% -7,425CS  135C2 1,35CS (22)
ES|—4,725CS _4 72552 10,8CS 10,852 —7,425CS _7,4255%  1,35CS 1,3552
L | 1,35C? 1,35CS  _7,425c% -7,425CS  10,8C? 10,8CS  _4,725Cc% —4,725CS
1,35CS 1,3582  —7,425CS  _7 42552  10,8CS 10,852  —4,725CS  _4 72552
-0,325¢c%2 -0,325CS  135C2 1,35CS  _4,725c% —4,725CS 3,7C2 3,7CS
-0,325CS _0,32552  1,35CS 13582  —4,725CS  _4 72552 3,7CS 3,7C?

em que: C é o cosseno do angulo de inclinacdo do elemento finito e S 0 seno do angulo de inclinacéo
do elemento finito.

A “lumping matrix” expandida pode ser reescrita como:

-

conter os deslocamentos no plano da estrutura. Assim, a Eg. (14) deve ser reescrita como:

uP =ui(f)=J'Pj(c)u;;(f,c)dr—
T

ND NEF

>y I £2(c)u; (f.0)dQe, = > j (2@u; (f,0)) 12 (©)d0,

_1%20
0

Ho
0

Yo
0

Y40

0

0
1%20
0
o
0
Yo

0

Y60

Yo
0
Yo
0
Ho
0
1%20

0

0

Y0
0
Yo
0
Ho

0

Y20,

(23)

A equacdo dos deslocamentos nos pontos internos, determinada pelo MEC, deve também

Qe

juj(cm;(f,c)dnj FE ©)up (f,)d0;

(24)

Ja a Eq. (12) deve ser reescrita de forma a considerar as duas forcas atuantes em cada né do
elemento finito. Dessa forma a Eq. (12), para esse caso, passa a Ser:

=1 k=L g,

Para a determinacéo das tensdes nos pontos internos a Eq. (20) deve ser reescrita como:
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ND NEF ND NEF

22 [ P©@D(f0d0e =Y 3" [ (¢} (f.0) TP @d0, (26)

fb=1 k=1 Q, fo=1 k=1 Q¢

Para a Eq. (17) os valores nodais devem interpolados tanto na dire¢cdo x quanto na direcéo y.
Assim quando o n6é em consideracdo ndo € descontinuo atribui-se valor unitario a diagonal
correspondente. Caso contrario os valores ndo nulos apresentados na Eq. (17) devem ser aplicados
tanto para o deslocamento x quanto para o deslocamento y.

3.2 Combinacédo das equagbes MEC/MEF com regularizagdo por minimos quadrados

Observando-se o0s vetores com as variaveis nodais de deslocamento e forcas de superficie
internos, e das definicbes para as aproximacdes desses campos sobre os elementos finitos, constata-
se que existem mais varidveis em deslocamento do que em forcas de superficie. O nimero de
variaveis de deslocamentos internos é igual a duas vezes o namero total de n6s do elemento finito,
enquanto para as forgcas de superficie, 0 numero de variaveis € igual a duas vezes o numero de nos
de extremidade do elemento finito.

Segundo a Eq. (18), pode-se verificar que as variaveis do problema séo {U,},{R,},{Ug}e {fD}.

No entanto, o conjunto citado tem mais equacfes que o numero de incognitas. A causa é simples,
vem da adocdo de diferentes graus para os polinbmios aproximadores das forcas e deslocamentos
internos. Para que o problema tenha solucéo utiliza-se um procedimento simples baseado na técnica
dos minimos quadrados. Como o niumero de equacdes € maior que o de incégnitas € necessario
reduzi-lo a um nimero conveniente. A técnica dos minimos quadrados consiste em reduzir o nUmero
de equacdes, tornando o sistema linear solvivel, minimizando o erro da resposta quando levada ao
sistema original.

Serdo agora descritos os trés procedimentos desenvolvidos neste trabalho para a reducao das
equacOes de forma a tornar o sistema solvivel. O primeiro deles consiste na aplicacdo do processo de
minimos quadrados somente sobre as equagdes de deslocamentos nos pontos internos. Ja no
segundo, o processo de minimos quadrados é aplicado somente sobre as equagdes provenientes do
MEF enquanto que o terceiro trata da aplicagdo de minimos quadrados sobre o conjunto final de
equacgdes resultante do acoplamento.

Primeiramente serd4 descrito o processo de regularizagdo utilizando as equagbes de
deslocamento nos pontos internos. O processo de minimos quadrados aplicado nesse conjunto de

equacles consiste na pré-multiplicacdo de todos os termos dessa equacao por uma matriz [G:E].

Assim:
o A (X} +[ L JITTVe} =[GL [[Be (o} +[ 6L J[Gee]{ (27)

A matriz [G:E] pode apresentar duas configuracfes diferentes para a regularizacdo. Na

primeira delas [G; ] é tomada igual a transposta da matriz [Gg: |. Nesse caso a regularizagéo é global
ja que envolve a influéncia de cada elemento de fibra sobre os demais. Na segunda configuracao,
[GZE] é igual a transposta de [GEE]”, sendo que essa Ultima matriz contém apenas a influéncia de
cada elemento sobre si préprio. Nesse caso aplica-se a regularizacdo para cada conjunto de
equacdes de cada barra.

Uma segunda alternativa, para a realizagdo do processo de regularizagéo, é a que emprega as
equacBes provenientes do MEF. Nesse caso 0 processo de minimos quadrados se faz pré-

multiplicando todas as equag¢fes fornecidas pelo MEF pela transposta da “lumping matrix”, [GE].

Dessa forma:
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(o7 ] [k= Jjue)=-[o"] [e" ] o} +[o"] {F¥) (28)
Existe também a possibilidade da realizacdo do processo de minimos quadrados sobre o
conjunto final de equactes. Para tal deve-se reescrever a Eq. (18) de uma forma mais conveniente:

[Aw ] 0 —[Ge]|| {X} | [[Bw]
[Ae]  [T] —[Gee]|}{Ue}=|[Ben ]| {F} (29)
S LS IR B | I
A regularizacdo é efetuada pré-multiplicando todo o sistema apresentado na Eq. (29) pela
transposta da matriz que multiplica as incégnitas. Assim:

[’Abb] [AEb] 0 [Abb] 0 _[GbE] {X} [Abb] [AEb] 0 [Bbb]
o [ k]| [Ae] I elfjveli=| o [ [ke] [[Bs]|iR)
o] “loee] [ef] | © <] [T | o] ~foee] [of] || °
Esse procedimento é mais custoso do ponto de vista computacional uma vez que necessita da

transposicdo de uma matriz de grandes dimensdes ao passo gque nos outros dois casos anteriores
apenas uma parte do sistema final é alterado.

(30)

4 APLICACOES

4.1 Exemplo 1. Chapa com enrijecedores longitudinais

A estrutura a ser considerada nesse item é a apresentada na Figura 4. Trata-se de uma
estrutura plana com trés metros de comprimento e um metro de altura contendo quatro fibras
uniformemente distribuidas em seu interior. Esta estrutura é engastada na sua extremidade esquerda
sendo prescrito um deslocamento igual a 0,1 m na extremidade oposta, na direcdo de sua maior

dimens&o. Foram consideradas para o dominio as seguintes propriedades: E =2,5-10"kN/m? e v=0,20.
Ja para as fibras foram adotados E =2,1-10°kN/m? e $ =1,0-10"*m?.

c
X

I

020 |

0,20

0,20

0,05 S 0,05
)

| 3,00 %

Figura 4 — Estrutura analisada. Dimens&es em m.

Foram utilizados 160 elementos para a discretizacdo do contorno enquanto em cada fibra sdo
distribuidos 116 elementos finitos. A regularizacdo é executada fazendo-se o processo de minimos
guadrados nas equacdes de deslocamentos nos pontos internos.
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Os resultados obtidos nesse exemplo sdo comparados a um modelo equivalente construido no
software ANSYS o qual analisa estruturas empregando as equacfes do MEF. No modelo construido
no ANSYS foi utilizada uma malha uniforme e regular com 1200 elementos planos para o dominio
enguanto cada fibra foi discretizada em 58 elementos. Inicialmente sdo comparados os deslocamentos
ao longo do comprimento da fibra. O diagrama contendo esse resultado é mostrado na Figura 5.

0,1
0,09 / " /_\ A
0.08 / _ 700 / \*
g 0,07 / % 690
2 005 < /
% 0,04 £ 670
ji 0,03 / % 660 /
S b0z / 2 (
650
0,01 I
0 T T T T T
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 o 0 0,5 1 15 2 25 3
Posicédo ao longo da Fibra Posi¢édo ao longo da Fibra
Figura 5 — Deslocamentos na direcéo x fibras. Figura 6 — For¢as normais nas fibras.

Verifica-se que o0s resultados obtidos nas duas analises realizadas sdo concordantes
demonstrando a eficiéncia da formulacdo desenvolvida. Na Figura 6 € ilustrado o diagrama
comparativo para as forcas normais nos elementos de fibra, onde pode-se também verificar a
concordancia dos resultados entre os dois modelos considerados. As figuras acima mostram a
eficiéncia da formulacdo desenvolvida e implementada. Os resultados fornecidos pela formulacéo

proposta e pelo software ANSYS sdo concordantes.

Finalmente, foram comparados os deslocamentos nas dire¢cdes X e Y para os nds do contorno
da estrutura. Nas Figura 7 e Figura 8 sdo apresentados os diagramas comparativos para essa
grandeza onde os deslocamentos sdo apresentados em fungdo da numeracdo dos nds presentes na
discretiza¢do do contorno. A numeragdo comega no canto inferior esquerdo e, a partir da face inferior,
cresce no sentido anti-horario. Como pode ser visualizado por meio dessas duas figuras verifica-se
que os resultados obtidos pelos dois modelos numéricos considerados concordam entre si. Esse
resultado valida o modelo de acoplamento MEC/MEF desenvolvido.

0,003 +—#~ \
0,002 { / \
0,001 ’ \
10 20 30 40 50 60 70\ 8 90 100 110 120 130 14 150 160 1
-0,001 \ /
-0,002 \ /
0,003

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 170 \—/
-0,02 -0,004
Né6s Nés

= ANSYS ——Este trabalho =—ANSYS —— Este trabalho

S

Deslocamento Contorno X (m)
o
°
f

Deslocamento Contorno Y (m

Figura 7 — Deslocamentos dire¢@o X contorno. Figura 8 — Deslocamentos dire¢do Y contorno.

4.2 Exemplo 2. Chapa tracionada com enrijecedores longitudinais e transversais

A estrutura considerada é a apresentada na Figura 9. Esta é uma estrutura plana de trés metros
de comprimento por cinquienta centimetros de altura. O carregamento atuante na estrutura €
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constituido por um deslocamento de 0,05 metros imposto em sua extremidade direita, enquanto na
extremidade esquerda a estrutura é engastada. Sao distribuidas fibras no dominio da estrutura
conforme indicam as linhas na cor azul, apresentadas na Figura 9. As fibras estédo divididas em fibras
superior, inferior e estribos as quais formam uma sistema de trelica no interior da estrutura. As
propriedades dos materiais adotadas para a estrutura s80 as seguintes: para a matriz
E =2,5-10 kN/m? e v=0,20, para todas as fibras foi considerado E =2,1-10°kN/m? , no entanto a area da
secdo transversal foi considerada diferente para cada uma delas. Para as fibras superiores tem-se
Squperiores =4 0-107*m? , fibras inferiores S, o =9,8:107*m* e estribos Sy, =7,85-10~°m?. O contorno foi

discretizado em 700 elementos enquanto nas fibras foram utilizados 250 elementos finitos. A
regularizacdo é executada fazendo-se o processo de minimos quadrados nas equacgfes fornecidas
pelo MEF.

Inicialmente foram analisados os deslocamentos ao longo do contorno, das fibras superiores e
inferiores e também no estribo central. Esses resultados foram comparados as respostas fornecidas
por um modelo equivalente construido no software ANSYS. Via ANSYS foram utilizados 15000
elementos, distribuidos em uma malha regular para a discretizagdo do dominio sendo, nas fibras,
utilizados 1100 elementos.

Fibra Superior

. .

g Estribos U= 0,05

' /N -

§- 0,20 0,25 0,25 0,25 0,25 0,25 0,25 0,25 0,25 0,25 0,25 0,20 ‘
wn

0,05 g 0,05 ‘

y > -

3,00
Fibra Inferior

Figura 9 — Estrutura analisada, dimensées em m.

Os diagramas comparativos com as respostas estéo ilustrados nas Figura 10, Figura 11, Figura
12, Figura 13 e Figura 14. Nas duas primeiras figuras os deslocamentos sdo mostrados em funcéo da
numeracao dos nds a qual inicia-se no canto inferior esquerdo e, a partir da face inferior, cresce no
sentido anti-horario.

006 0,001

0,0008 -

0,0006

)

0,0004

0,0002 4 \
0

T T T T T T T T T T T T 7
50 100 150 200 250 300 §350 400 450 500 550 600 630 700 750

-0,0002 4

-0,0004 4

-0,0006
\_ -0.0008 E@
0 T

Deslocamento Contorno X (m)
o
o
@

Deslocamento Contorno Y (m

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600 650 700 750 -0,001

Nos No6s

[=——ANSYS —Este Trabalho | [——ANSYS —Este Trabalno |

Figura 10 — Deslocamentos direcéo x contorno.  Figura 11 — Deslocamentos direcdo y contorno.
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De acordo com os diagramas comparativos apresentados pode-se verificar que a formulacdo
desenvolvida e implementada fornece bons resultados quando comparado aos resultados fornecidos

pelo ANSYS. A formulagcéo proposta conseguiu reproduzir os resultados previstos pelo ANSYS o que
valida a implementacéo proposta.

0,05

0,05

= 0,04

)
o
[=}
=

0,03

0,03

0,02 4 0,02

Deslocamento Axial Fibra (m
Deslocamento Axial Fibra (m

0,01

S / 0,01 /
0,00 : :

T T T 0,00 T T T T T
0,00 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00 0,00 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00

Posigéo ao longo da Fibra Inferior Posicé&o ao longo da Fibra Superior
[ ——ANSYS ——Este Trabalho| | ——ANSYS ——Este Trabalno|
Figura 12 — Deslocamento dire¢&o x fibra inferior. Figura 13 — Deslocamento direcéo x fibra superior.

8,00E-04

6,00E-04 -
4,00E-04

2,00E-04

0,00E+00 ‘ ‘ \\

0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 b 0,35 0,40 0,45
-2,00E-04

Deslocamento Axial Fibra(m)

-4,00E-04

-8,00E-04

Posig&o ao longo do Estribo Central

‘—ANSYS = Este Trabalho ‘

Figura 14 — Deslocamento dire¢céo y estribo central.

Com relacéo as forcas de superficie os resultados sdo apresentados nas Figura 15 e Figura
16. Como mostrado nessas duas figuras, observa-se uma concentracdo de tensdes nas extremidades
das fibras. Esse comportamento ja é esperado devido a diferenca entre a rigidez da matriz e da fibra.
Para os demais pontos ao longo da fibra, observa-se que as forca de superficie sdo suaves e
coerentes com o carregamento atuante.
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6,00E+03

1,70E+05

1,20E+05 - 4,00E+03 /

2,00E+03 /
0,00E+00 [~ /

7,00E+04

2,00E+04 -

Forca de Superficie Axial (kN/nf)
Forga de Superficie Axial (kN/nf)

-3.00E+040L 0 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00 0,05 /10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45
-2,00E+03

-8,00E+04 /

-1,30E+05 -4,00E+03 /

-1,80E+05 -6,00E+03

Posicéo ao longo da Fibra Posicéo ao longo da Fibra
‘—Fibra Inferior === Fibra Superior‘
Figura 15 — F. Sup. fibras superior e inferior dire¢&o x. Figura 16 — F. superficie estribo central dire¢éo y.

As forgcas normais nas fibras foram também calculadas, sendo os diagramas comparativos, apresentados
nas Figura 17 e Figura 18 para as fibras inferior e superior respectivamente. Observa-se nessas figuras, que 0s
resultados obtidos por meio do modelo proposto concordam com os verificados no modelo construido no ANSYS.
Como a malha de elementos finitos utilizada no ANSYS é muito refinada foi possivel, no modelo do ANSYS,
observar a concentracédo de tensdes existente na extremidade das fibras.
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Figura 16 — Forga normal fibra inferior. Figura 17 — Forga normal fibra superior.

5 CONCLUSOES

Nesse trabalho foi tratada a modelagem de estruturas planas enrijecidas por meio do acoplamento entre o
método dos elementos de contorno e o método dos elementos finitos. Foi apresentada uma formulagdo para a
andlise desse tipo de estrutura onde é efetuada uma regularizacéo sobre o conjunto de equac6es resultante por
meio da técnica de minimos quadrados. Esse procedimento foi proposto com o objetivo de se obter respostas
suaves e coerentes para as forgas de superficie, o que realmente se verificou. A formulacdo proposta foi testada e
o0s resultados das andlises foram comparados as respostas fornecidas por modelos construidas no programa
ANSYS. Os resultados sdo satisfatérios e confirmam a precisdo da formulacdo apresentada. Mesmo em
estruturas onde os enrijecedores apresentam uma configuracdo geomeétrica complexa no interior do solido, como
no exemplo 2, a formulagé@o proposta conseguiu representar corretamente 0 comportamento estrutural.

Assim pretende-se agora incluir na formulagdo desenvolvida os efeitos de plastificacdo das fibras e
também do escorregamento desta com relagdo ao meio.
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