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ABORDAGEM ORIENTADA A OBJETOS PARA IMPLEMENTACAO
COMPUTACIONAL DE ELEMENTOS FINITOS DE PLACAS

Samir Silva Saliba®, Samuel Silva Penna? & Roque Luiz Pitangueira®

Resumo

Este artigo apresenta um programa computacional para andlise estrutural de placas que disponibiliza varios
elementos finitos, baseados nas teorias de Kirchhoff e de Reissner-Mindlin. Essas teorias sdo discutidas
brevemente, destacando-se diferencas e particularidades relevantes para o projeto do software. A implementacéo
do sistema, realizada segundo o paradigma de programacéao orientada a objetos, € entdo apresentada através de
diagramas Unified Modelling Language (UML) que descrevem as principais classes e interfaces utilizadas. Para
fins de ilustracdo e validacdo dos recursos disponibilizados, algumas simula¢cdes numéricas sdo apresentadas.
Por fim, a importéancia do sistema para apoiar o estudo do tema e as possibilidades de expansdo do mesmo séo
discutidas.

Palavras-chave: Método dos Elementos Finitos. Teorias de Placas. Programacéo Orientada a Objetos.

OBJECT-ORIENTED APPROACH TO COMPUTER IMPLEMENTATION OF
PLATE FINITE ELEMENTS

Abstract

This article presents a software for structural analysis of plates that provides a variety of finite elements,
based on the theories of Kirchhoff and Reissner-Mindlin. These theories are briefly discussed,
highlighting differences and particularities relevant to software design. The implementation of the
system, conducted under the paradigm of object-oriented programming, is then presented through
Unified Modelling Language (UML) diagrams that describe the main classes and interfaces used. For
purposes of illustration and validation of the resources available, some numerical simulations are
presented. Finally, the importance of the system to study the issue and the possibilities of its expansion are
discussed.

Keywords: Finite Element Method. Theories of Plates. Object Oriented Programming.

1 INTRODUCAO

Modelos matematicos, expressos por equacdes diferenciais, fornecem solucdes analiticas
para problemas de flexdo de placas com configuracdes geométrica, de carregamento e de contorno
especificas. Para geometria, cargas e condi¢cdes de contorno genéricas, solucdes aproximadas podem
ser obtidas por meio de modelos numéricos discretos. Entre os modelos discretos, os baseados no
Método dos Elementos Finitos (MEF) sdo os mais utilizados.

Programar computadores para modelos do MEF nédo é novidade. Entretanto, esta tarefa pode
ser realizada de maneira inadequada, resultando em produtos dependentes de sistema operacional,
pouco amigaveis, escritos em linguagens de programacao ndo apropriadas, de expansao, distribui¢cao
e manutencao dificeis, desenvolvidos por equipes fechadas, com documentacdo deficiente, entre
outras limitagdes que tornam o0s programas computacionais tdo especificos quanto as referidas
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solucdes analiticas. Esse cenario confronta-se com 0 surgimento e aprimoramento de recursos para
desenvolvimento de programas computacionais, como o paradigma de programagdo orientada a
objetos, linguagens de programacgédo e de modelagem de sistemas computacionais que o suportam,
linguagens de marcacdo para transferéncia de dados, sistemas de controle de versoes, testes
unitarios, padrbes de projeto de programas computacionais, entre outros. Assim, desenvolver um
sistema computacional amigavel & mudancas, que atenda desde modelos mais simples até modelos
extremamente sofisticados do MEF, sem ter que recomecar o processo a cada novo aperfeicoamento,
€ um desafio na area de métodos computacionais aplicados a engenharia. Enfrentar este desafio é
imperativo para que a pesquisa na area disponha de recursos computacionais que, a partir de
conceitos j& consolidados, possibilitem o aprimoramento progressivo dos modelos através da
ampliacdo de complexidades.

Este artigo apresenta um exemplo desse enfrentamento e ilustra-o por meio de uma
abordagem orientada a objetos (OO) para modelos de placas do MEF. Inicialmente, resume-se
brevemente as bases dos modelos do MEF para placas. Tal revisdo aponta as principais diferencas e
particularidades das teorias de Kirchhoff e de Reissner-Mindlin, visando o projeto de implementacéo.
Em seguida, discute-se o projeto OO que, usufruindo de todo potencial de generalizacdo do MEF,
gerou o0 programa computacional que permite a analise estrutural de placas. Simulacbes numéricas
gue validam as implementacdes e ilustram as possibilidades de andlise sédo, entdo, apresentadas. Por
fim, a importancia do sistema para apoiar o estudo do tema é discutida.

2 ELEMENTOS FINITOS DE PLACA BASEADOS NA TEORIA DE KIRCHHOFF

A Teoria de Kirchhoff fundamenta-se em quatro hipéteses simplificadoras, ilustradas na Figura
1: (1) os pontos localizados no plano médio possuem somente deslocamentos verticais (w); (2) todos
0s pontos contidos numa reta normal ao plano médio possuem o mesmo deslocamento vertical; (3) a
tensdo normal na direcdo z (o0,) € desprezivel e (4) retas normais ao plano médio no estado
indeformado da placa permanecem retas e normais a este plano, apds sua deformacado. Partindo
dessas hipoteses, € possivel obter o campo de deslocamentos da placa, dados pelas equagdes:

W06 y,2) = ~20,(x,y) = —2 2V
OX
= = aW(X’y)
y.2)= 20, (x,y) = —z 2VXY) 1
V(x,y,2)=-20,(x,y)= -2 o N

w(x,y,z)=w(x,y)

A Eg. (1) mostra que a descrigdo cinematica e, apos o calculo das deformacgdes e aplicacao
de relacdes constitutivas, a descricdo estatica de qualquer ponto da placa dependem somente da
funcdo w(x,y), que fornece os deslocamentos verticais dos pontos do plano médio. Assim, nos
elementos finitos baseados na Teoria de Kirchhoff, uma aproximagdo para w(x,y) fornece uma
descri¢cdo completa do problema. A referida aproximacao é normalmente escrita em funcdo de valores
nodais de w(x,y) e de suas derivadas, gerando elementos finitos de continuidade C* ou superior, como
0s mostrados na Figura 2. O elemento retangular ndo-conforme MZC (Figura 2(a)), desenvolvido por
MELOSH (1961) e ZIENKIEWICZ e CHEUNG (1964), possui trés graus de liberdade por n6: um
deslocamento vertical (w) e duas rotagbes (6x e 6,). Na Figura 2(b) € apresentado o elemento
retangular conforme BFS elaborado por BOGNER, FOX e SCHMIT (1965), que possui quatro graus de
liberdade por n6: um deslocamento vertical (w), duas rotagdes (6« e 6,) e uma curvatura (Wyy). Ja o
elemento triangular ndo-conforme CKZ (Figura 2(c)), desenvolvido por CHEUNG et al. (1968), possui
0s mesmos trés graus de liberdade do elemento MZC, ou seja, um deslocamento vertical (w) e duas
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rotacdes (6« e 6,). Finalizando, na Figura 2(d) & apresentado o elemento triangular conforme
desenvolvido por COWPER et al. (1968), cujos graus de liberdade s&o: um deslocamento vertical (w),
duas rotagdes (6, e 6,) e trés curvaturas (W, W,y € W,,). Outros detalhes sobre os quatro elementos
mostrados na Figura 2 podem ser obtidos em ONATE (1995), SALIBA (2007) e WEAVER (1984).
Estes sdo os elementos de Kirchhoff implementados no sistema computacional que sera apresentado.
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Figura 1 — Campo de deslocamentos segundo a Teoria de Placas de Kirchhoff.
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Figura 2 — Elementos finitos baseados na Teoria de Kirchhoff.

3 ELEMENTOS FINITOS DE PLACA BASEADOS NA TEORIA DE REISSNER-MINDLIN

A Teoria de Reissner-Mindlin repete as mesmas trés primeiras hipéteses da Teoria de
Kirchhoff e altera a quarta hipotese para (ver Figura 3): (4) retas normais ao plano médio no estado
indeformado da placa permanecem retas mas ndo necessariamente normais a este plano, apés sua
deformacao. Esta alteracéo se reflete no campo de deslocamentos da placa, que fica como mostrado
na Figura 3 e nas equacoes:
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u(x,y,z)=-26,(x,y) 0,=wW +@,
v(x,y,2)=-20,(x,y), com g =w +g, @)
W(X,Y,2)=w(X,Y)

A Eq. (2) mostra que, diferentemente da Teoria de Kirchhoff, as rotagbes 6, e 6, sao
independentes do deslocamento w(x,y). Essa independéncia permite formular elementos de
continuidade C° como os mostrados na Figura 4. Em todos esses elementos, aproximacdes
independentes para w(x,y), 6«(X,y) e 6,(x,y) sdo facilmente escritas devido a generalizagdo da
formulacdo paramétrica do MEF. Nos elementos Q4, Q8, Q9, T3, T6 e T10, todos 0os nds possuem
trés graus de liberdade: um deslocamento vertical e duas rotacdes. Ja o elemento Q9H (Figura 4(d)),
chamado de Heterosis e desenvolvido por HUGHES e COHEN (1978), possui 0s nds periféricos com
trés graus de liberdade e o0 n6 central com dois, as rotacdes. Mais detalhes sobre estes elementos
podem ser obtidos em ONATE (1995), SALIBA (2007) e WEAVER (1984). Estes s&o os elementos de
Reissner-Mindlin implementados no sistema computacional que serd apresentado.
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Figura 3 — Campo de deslocamentos segundo a Teoria de Placas de Reissner-Mindlin.
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Figura 4 — Elementos Finitos baseados na Teoria de Reissner-Mindlin.

A teoria de Reissner-Mindlin se destaca por ser aplicAvel em placas de qualquer espessura.
Entretanto, sua aplicacdo em placas finas requer cuidados especiais, para que os elementos sejam
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capazes de representar casos criticos de deformacéo de cisalhamento (SORIANO, 2003). No
programa computacional que sera apresentado, adotou-se: (1) Integracdo Reduzida, que consiste na
reducéo do nimero de pontos utilizados para integrar a matriz de rigidez do elemento; (2) Integracdo
Seletiva, que também requer a redugdo do numero de pontos de integragéo, porém, tal reducéo é feita
somente para a integragdo da parcela da matriz de rigidez referente ao cisalhamento; (3) Deformacéo
de Cisalhamento Imposta, que consiste na imposi¢cdo de campo de deformacédo de cisalhamento que
substitui o original.

4 ABORDAGEM ORIENTADA A OBJETOS PARA ELEMENTOS FINITOS DE PLACA

A implementacdo computacional dos varios elementos finitos de placa anteriormente citados
foi realizada no INSANE (INteractive Structural ANalysis Environment), um sistema de codigo aberto
gue vem sendo desenvolvido desde o0 ano 2002 (PITANGUEIRA et al., 2008). O INSANE possui varias
aplicacBes independentes que se relacionam através de arquivos persistidos em formato XML —
eXtensible Markup Language — (RAY, 2000). Estas aplicacBes foram implementadas em JAVA,
seguindo rigorosamente as premissas do paradigma de Programacdo Orientada a Objetos, o que
gerou um sistema modular, de facil manutencao e expanséo.

4.1 Generalizagdo para modelos discretos e problemas diversos

O nudcleo numérico do INSANE € o responsavel pela obtencdo dos resultados de diferentes
modelos discretos de analise estrutural. Ele € formado por interfaces e classes que representam as
diversas abstrac6es de uma resolucdo numérica de modelos discretos, cada qual com sua hierarquia
de classes responsavel por cumprir o seu devido papel no processamento. O diagrama Unified
Modelling Language (LARMAN, 2000) (UML) da Figura 5 mostra que todo o nucleo numérico é
baseado nas relacdes entre as interfaces Assembler, Model e Persistence, além da classe abstrata
Solution.

<<interface>>
java.util.Observer

A

java.util.Observable <<interface>> java.util.Observable
Persistence

Zr /\
<<interface>>
Model

Solution

<<interface>>
Assembler

Figura 5 — Organizacao do nucleo numérico do INSANE.

A interface Assembler € a responsavel por montar o sistema matricial de segunda ordem com
o qual é possivel representar diversos tipos de problemas discretos:
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AX'"+BX +CX=R-F 3

em que X é o vetor de variaveis de estado do problema; X' e X' sdo 0s vetores com, respectivamente,
a primeira e a segunda variacdo temporal da variavel de estado; A, B e C sdo as matrizes dos
coeficientes, que podem ou ndo depender da variavel de estado e suas derivadas; e R e F
representam os termos independentes do sistema de equacdes.

A classe abstrata Solution (Figura 5) € quem desencadeia 0 processo de solu¢do, possuindo
0S recursos necessarios para resolver este sistema matricial, seja o sistema linear ou nao-linear.
Model possui os dados relativos ao modelo discreto a ser analisado e fornece para Assembler todas
as informacdes necessarias para montar a equacado do modelo, que serd resolvida por Solution. Tanto
Model como Solution se comunicam com a interface Persistence, que trata os dados de entrada e,
principalmente, persiste os dados de saida para as demais aplicacbes, sempre que observa
alteracdes no estado do modelo discreto. Este processo de observacao de alteracdes ocorre segundo
0 padréo de projeto de software Observer-Observable (GAMA et al., 1995), que € um mecanismo de
propagacdo de mudancas. Quando um objeto dito observador (que implementa a interface
java.util.Observer) é criado, ele é inscrito na lista de observadores dos objetos ditos observados (que
estendem a interface java.util.Observable). Quando alguma mudanca ocorre no estado de um objeto
observado, é disparado o mecanismo de propagacdo de mudancas, que se encarrega de notificar os
objetos observadores para se atualizarem. Isto garante a consisténcia e a comunicacdo entre o
componente observador (Persistence) e 0s componentes observados (Solution e Model).

4.2 Especializagdo para modelos discretos do MEF

A interface Assembler (Figura 6) possui os métodos necessdrios para montar as matrizes e
vetores do modelo discreto. Esta interface é implementada pela classe FemAssembler, visando
especializa-la para os diversos tipos de problemas que podem ser modelados através do Método dos
Elementos Finitos. Conforme mostra a Figura 6, a classe FemAssembler tem como atributo um objeto
do tipo Model, que é o modelo de elementos finitos para o qual deve montar a equacao. Cominicando-
se com Model e implementando os agoritmos do método da rigidez direta, FemAssembler é capaz de
responder a classe Solution por todas as parcelas da Eq. (3).

<<interface>>

Assembler
1
<<interface>>
FemAssembler <
- Model

Figura 6 — Especializacéo da Interface Assembler.

O modelo discreto a ser analisado € representado no projeto orientado a objetos do nucleo
numeérico pela interface Model (Figura 6). A classe que implementa Model, para representar da forma
mais geral possivel um modelo discreto, € constituida por listas de objetos inerentes a este modelo e
contém métodos de acesso e manipulacdo destas listas. Conforme mostra a Figura 7, Model é
implementada pela classe FemModel, que representa o modelo do MEF propriamente dito.

Ainda conforme a Figura 7, um objeto FemModel possui listas de nés, elementos, funcdes de
forma, carregamentos, materiais, modelos constitutivos, dentre outras. FemModel estende também a
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classe Observable, pois é observada pela persisténcia. Para ilustrar o relacionamento entre as varias
entidades de FemModel, apresenta-se na Figura 8 o diagrama de sequéncia correpondente a
montagem da matriz C de um modelo de elementos finitos. Independentemente do significado de C
para o problema em questdo — matriz de rigidez no caso de um problema de andlise de tensdo da
mecanica dos solidos — sua montagem segue 0s passos ilustrados na figura. Como se pode observar
na figura, a obtencdo da matriz C para um problema em particular depende da especializacdo de
quatro classes principais: Element, ProblemDriver, Shape e AnalysisModel. Na seg¢do a seguir,
mostra-se como estas quatro classes sao especializadas para um problema de analise de placas.

java.util.Observable | |ArrayList<Node>| | ArrayList<Element>

ArrayList<ContinuousPointModel>

N

ArrayLlst<Shape>
{{ir;\tﬂeor:’a:iE>> Q_ = FemModel ArrayList<ConstitutiveModel>

ArrayList<Material>
ProblemDriver ArrayList<LoadCombination>

ArrayLlst<Loading>

AnalysisModel

ArrayLlist<ScalarFunction>

ArrayList<AnalysisModel> | |ArrayList<Degeneration>

Figura 7 — Especializacéo da interface Model.
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Figura 8 — Diagrama de sequéncia para montagem da matriz C.

4.3 Especializagdo para elementos finitos de placas

Como observado anteriormente (Figura 8), a generalizacdo para montagem das diversas
matrizes associadas a determinado problema depende das classes abstratas Element, ProblemDriver,
Shape e AnalysisModel.

A Figura 9 mostra o diagrama de heranca da classe abstrata Element, que representa os
diversos tipos de elementos finitos. A especializacdo da mesma para elementos obtidos por meio da
formulagcdo paramétrica do MEF é feita com a classe ParametricElement. Devido ao procedimento
para posicionar os pontos de integracdo no dominio do elemento, a classe ParametricElement é
especializada em classes que representam elementos paramétricos unidimensionais (classe Bar),
elementos bidimensionais (classes Quadrilateral e Triangular) e elementos tridimensionais (classes
Tetrahedral e Hexahedral). Os elementos finitos de placas de Reissner-Mindlin (Figura 4) sao,
portanto, do tipo Quadrilateral ou Triangular. A Figura 9 mostra outra especializacdo da classe
Element, relevante para problemas de placas. Trata-se da classe ThinPlateElement, que representa
os elementos finitos de placas finas baseados na Teoria de kirchhoff, mostrados na Figura 2.
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Element
FAN
I I
FrameElement ParametricElement ThinPlateElement
7
I I I I I
Bar | | Quadrilateral Tetrahedral | | Triangular | |Hexahedral TriangularThinPlate

Figura 9 — Especializacédo da classe Element.

A classe Element é uma abstracdo matematica com atributos que permitem sua
especializagdo para diferentes contextos. Mesmo com a especializacdo em trés niveis de heranca,
mostrada na Figura 9, a classe Element, por si s6, ndo destingue para qual tipo de problema um
elemento finito estd sendo usado. Por este motivo possui como atributo um objeto ProblemDriver, que
armazena as informagodes referentes ao tipo de problema que o elemento modela. Conforme mostram
as Figuras 8 e 10, a especializagédo da classe abstrata ProblemDriver permite informar as parcelas de
cada elemento na equag¢do do modelo, sejam elas incrementais ou totais, dando significado as
matrizes e vetores da equacao 3. Diversas classes sdo derivadas de ProblemDriver, representando os
diversos tipos de problemas que podem ser solucionados a partir de modelos discretos. A subclasse
Parametric, que estende SolidMech, que por sua vez estende ProblemDriver, € responsavel por obter
a matriz de rigidez do elemento de forma numérica, como nos elementos de Reissner-Mindlin da
Figura 4, enquanto que a classe KirchhoffThinPlate permite a obtencdo da matriz de rigidez
analiticamente, para os elementos de Kirchhoff da Figura 2. No ultimo nivel da especializacéo,
derivam-se as classes ReissnerMindlinThinPlate e RMThinPlateSubstitutiveShearStrain. Estas classes
referem-se aos modelos que usam as técnicas anti-bloqueio, respectivamente, de integracédo seletiva
e de deformacao de cisalhamento imposta.

A classe Element (Figura 9), por si sé, também né&o destingue se um elemento triangular é de
trés, seis ou dez nds, nem se um elemento quadrilateral é de quatro, oito ou nove nés. Assim, Element
possui um objeto do tipo Shape como atributo. Conforme mostram as Figuras 8 e 11, por meio da
classe abstrata Shape, é possivel especializar a aproximacao da variavel de estado do problema, para
um elemento, calculando-se as funcfes de forma e suas derivadas. Primeiramente, a classe Shape se
especializa de acordo com o sistema de coordenadas utilizado: cartesiano ou natural. Da classe
NaturalCoordsShape derivam-se classes para elementos cujas funcdes de forma séo escritas em
coordenadas naturais. Os elementos de placas de Reissner-Mindlin (Figura 4) podem ser
guadrilaterais ou triangulares, logo, sdo representados por, respectivamente, NCSQuadrilateral e
NCSTriangular. Para utilizagdo da técnica de deformacgéo de cisalhamento imposta, € necessario
conhecer os pontos onde serdo avaliadas as deformagfes de cisalhamento, os denominados pontos
de colocacdo. Para tal existe a interface Colocation, implementada pelas classes RMCIT6, RMCIQ4,
RMCIQ8 e RMCIQ9, com o objetivo de especificar o posicionamento dos pontos de colocacédo nos
elementos triangular de 6 nds e quadrilaterais de 4, 8 e 9 nds, respectivamente. J4 as classes
AnalyticCowper, AnalyticCKZ, AnalyticMZC e AnalyticBFS s&o empregadas para os elementos de
Kirchhoff (Figura 2).
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ProblemDriver

AN
| | | |

FieldProblem FluidFlow Salidiech NonLinearHeatTransfer

T

| | |
Frame Parametric KirchhoffThinPlate
| 43 |
ReissnerMindlinThinPlate RMThinPlateSubstituteShearStrain

Figura 10 — Especializacédo da classe ProblemDriver.

Shape
L & 1
CartesianCoordsShape NaturalCoordsShape
NCSTriangular NCSUnidimensional NCSQuadrilateral
lf NCSHexahedral NCSTetrahedral ZF
Cowper| | CKZ T3 T6 T10 Q4 Q8 Q9 | [MZC| | BFS
T T Tg
AnalyticCKZ RMCIT6 AnalyticMZC
T
AnalyticCowper : RMCIQ8 AnalyticBFS
| T -
: RMCIQ4 : RMCIQ9
: : .
<<interface>><]_ ) _: __________ SRS R e
Colocation

Figura 11 — Especializacéo da classe Shape.

7

A classe abstrata Element (Figura 10) também € incapaz de destinguir se um elemento
triangular ou quadrilateral esta sendo usado na modelagem de um problema de estado plano de
tensdo, axissimétrico ou de placa. Esta habilidade € dada a classe Element por meio de uma
referéncia a classe AnalysisModel, cuja hierarquia esta mostrada na Figura 12. Cabem aos objetos
desta classe informar, dentre outras grandezas, a quantidade e a natureza dos graus de liberdade de
cada né e das deformacdes e tensdes generalizadas de cada ponto interno do elemento finito. No
caso dos elementos de placas, esta tarefa € devida aos objetos das subclasses KirchhoffPlate e
ReissnerMindlinPlate e as classes delas derivadas.
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AnalysisModel

7

FrameEIlmAnalysis MicromorphicPlane EulerSpaceFrame Line Solid| | [ Plane

RelssnerMindlinPlate KirchhoffPlate TimoSpaceFrame LineStretch

L

Heterosis

[ I I ]
CKZKirchhoffPlate | | CowperKirchhoffPlate | | MZCKirchhoffPlate| | BFSKirchhoffPlate

Figura 12 — Especializa¢édo da classe AnalysisModel.

O projeto orientado a objetos acima descrito disponibilizou os elementos finitos ilustrados nas
Figuras 2 e 4, além das técnicas anti-bloqueio de integracédo reduzida e seletiva e de deformagéo de
cisalhamento imposta. A seguir, algumas simulac6es numéricas ilustram o uso destes recursos.

5 SIMULACOES COMPUTACIONAIS

Para ilustrar e validar a implementacdo proposta neste trabalho, apresentam-se trés
simulacdes numéricas: um estudo de convergéncia, uma comparacdo com solucdo analitica e uma
comparacgao com resultados do software ABAQUS.

5.1 Placafina quadrada

Com o objetivo de mostrar a convergéncia dos elementos implementados, analisa-se uma
placa quadrada simplesmente apoiada, sob a acdo de uma carga concentrada no centro (Figura 13). A
placa possui lados de comprimento igual a 10 uc (uc = unidade de comprimento) e espessura igual a
0,1 uc, a carga aplicada é igual a 1 uf (uf = unidade de forca) e as propriedades do material séao:
mddulo de elasticidade longitudinal igual a 1092000 uf/uc® e coeficiente de Poisson igual a 0,3. Devido
a dupla simetria do problema somente ¥ da placa foi discretizado, conforme as malhas apresentadas
na Figura 13. Por se tratar de um problema de placa fina e por objetivar a validagdo da
implementacéo, realizou-se a andlise utilizando as trés técnicas anti-bloqueio para elementos de
Reissner-Mindlin. A solucdo analitica para o deslocamento vertical no centro desta placa, segundo
TIMOSHENKO e WOINOWSKY-KRIEGER (1959) € Weenro = -0,0116 uc. A Figura 14 apresenta os
resultados obtidos na analise da placa para todos os elementos implementados e para as varias
malhas mostradas na Figura 13.

47



Samir Silva Saliba, Samuel Silva Penna & Roque Luiz Pitangueira

Elementos Retangulares

Malha 1 Malha 2 Malha 3 Malha 4
Elementos Triangulares
Malha 1 Malha 2 Malha 3 Malha 4

Figura 13 — Malhas utilizadas na andlise da placa fina quadrada simplesmente apoiada.
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Figura 14 — Deslocamento vertical no centro da placa quadrada.
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5.2 Placa eliptica

Neste exemplo, analisa-se uma placa eliptica com semi-eixo menor de 5,0 uc, semi-eixo maior
de 10 uc, 0,1 uc de espessura, engastada e submetida um carregamento distribuido (gq=-1 uf/uc?)
sobre toda sua superficie. Apenas ¥ da placa foi discretizada, devido a dupla simetria, num total de
192 elementos Q4, conforme apresentado na Figura 15. Por se tratar de elementos de Reissner-
Mindlin para placa fina, aplicou-se a técnica anti-bloqueio de deformacdo de cisalhamento imposta. A
placa é constituida de material com médulo de elasticidade longitudinal igual a 1092000 uf/uc? e
coeficiente de Poisson igual a 0,3. A Figura 16 apresenta os resultados para os deslocamentos
verticais ao longo do semi-eixo maior da placa, obtidos com a solucdo analitica (TIMOSHENKO e
WOINOWSKY-KRIEGER, 1959) e com a discretizacdo adotada.

Figura 15 — Malha utilizada na analise da placa eliptica engastada.

000 125 250 375 500 625 750 875 10,00
0,0000 : : ; - : . e

20,0275 -
-0,0550

-0,0825 + R

——Sol. Analitica
-0,1100
- MEF_Q4-ClI

-0,1375
SOABB0 |

-0,1925

-0,2200

Figura 16 — Deslocamentos verticais ao longo do semi-eixo maior da placa eliptica.

5.3 Placaem “U” moderadamente espessa

A placa com configuracdo geométrica e condi¢cbes de contorno mostradas na Figura 17,
submetida a carregamento uniformemente distribuido igual a -10 uf/uc?, foi discretizada com 500
elementos quadrilaterais de oito nds (Q8), conforme a malha da Figura 18. Esta mesma placa foi
analisada com o software ABAQUS 6.7, utilizando uma malha equivalente. O material da placa possui
médulo de elasticidade longitudinal igual a 20.000.000 uf/uc? e coeficiente de Poisson igual a 0,25. A
Figura 19 mostra as configuragdes deformadas da placa, obtidas com os dois softwares.
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Figura 17 — Placa em “U” moderadamente espessa.

Figura 18 — Malha utilizada para analise da placa em “U”".

(a) INSANE — flecha méaxima = -1,526 x 10" (b) ABAQUS — flecha méxima = -1,529 x 10"

Figura 19 — Configura¢é@o deformada da placa.

50



Abordagem orientada a objetos para implementacdo computacional de elementos finitos de placas

5.4 Discussao dos resultados

Uma analise dos resultados apresentados fornece uma boa compreensdo do comportamento
dos elementos implementados no INSANE. Como destaque pode-se citar os elementos BFS e Cowper
da teoria de Kirchhoff e o elemento Q9 (teoria de Reissner-Mindlin) que possui uma rapida
aproximacdo da solucdo analitica, independentemente da técnica aplicada (integracdo reduzida,
integracdo seletiva ou deformacéo de cortante imposta).

Um aspecto importante a ser observado é a monotonicidade dos resultados. Pode-se destacar
0s elementos baseados na teoria de Kirchhoff que apresentam monotonicidade nos quatro casos
estudados e os elementos Q4, Q8, Q9 e T6, baseados na teoria de Reissner-Mindlin, que também
apresentaram monotonicidade em todos os casos estudados em todas as técnicas anti-bloqueio que
lhes séo aplicaveis. Os elementos MZC, CKZ e T6, quando apresentam monotonicidade, tém
convergéncia por cima (os valores de deslocamentos obtidos sdo superiores ao valor analitico), por
outro lado, os elementos Q4 e Q8 na maioria das vezes possuem convergéncia monoténica por baixo
(os valores de deslocamentos obtidos séo inferiores ao valor analitico).

Para andlise de placas finas os elementos baseados na teoria de Kirchhoff (elementos
especificos para placas finas) sdo em geral melhores do que os elementos baseados na teoria
de Reissner-Mindlin.

Comparando-se as técnicas anti-bloqueio, a utilizacdo da técnica de deformacao de
cortante imposta pode ser dita superior, por ndo apresentar modos espurios de energia nula,
tornando sua utilizacdo mais confiavel.

6 CONCLUSOES

As simulagbes apresentadas validam as implementacgfes realizadas e ilustram alguns dos
diversos recursos disponibilizados. Com os elementos de Reissner-Mindlin e as técnicas anti-bloqueio,
é possivel analisar placas de diversas formas, espessuras e sob variadas condigBes de contorno e
carregamento, tornando esta possibilidade mais eficaz do ponto de vista da utilizagdo em aplicacdes
praticas. Do ponto de vista de estudo do tema, entretanto, os elementos de Kirchhoff, apesar das
limitacGes de utilizacdo, guardam em si toda a histéria de desenvolvimento do MEF aplicado a placas,
gue pode e deve ser revisitada em favor do processo de ensino-aprendizagem da matéria.

Dentre o0s recursos, ja disponiveis no sistema, ndo ilustrados aqui, merecem destaque: (1) a
analise de placas compostas, como as de concreto armado, exemplificada em SALIBA (2007); (2) a
analise dindmica linear de placas, implementada por Fonseca (2008) e (3) a combinacdo dos
elementos finitos de placas aqui apresentados com elementos de estado plano de tensfes, gerando
elementos de casca, realizada por AJEJE (2009). Também merecem destaque trés outros recursos
em fase de desenvolvimento: (1) a adaptacdo dos modelos fisicamente néo lineares de plasticidade e
fissuracdo distribuida — implementados por FUINA (2009) —, para a andlise de placas; (2) a
incorporacdo do modelo de descontinuidade forte embutida — implementado por WOLFF (2010) —,
para estudo de propagacdo de fissuras em placas e (3) a implementacdo de modelos
geometricamente ndo lineares para placas.

Todos esses recursos tém sido facilmente incorporados ao sistema demonstrando a eficiéncia
do mesmo quanto a inclusdo de novas implementacdes e atualizacBes para novas tecnologias. Esta
eficiéncia que pode ser creditada as metodologias de desenvolvimento de software empregadas e,
também, a linguagem de programacdo escolhida. Java €, hoje, a linguagem de programacdo mais
usada no mundo, conforme TIOBE (2011).

Mais importante que a quantidade de recursos é a forma de distribuicdo do cédigo fonte dos
mesmos como software livre. Seguindo as premissas ideoldgicas preconizadas por Richard Stallman,
criador do projeto GNU (DIBONA et al., 2009), o INSANE pode ser usado para qualquer propésito,
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modificado para adaptd-lo a necessidades especificas, redistribuido de forma gratuita ou ndo e
distribuido com modificacdes, beneficiando a comunidade com as melhorias.
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