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ELEMENTO PARA DISCRETIZACAO DE SAPATAS RIGIDAS COM BASE NO
METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

Marcio Antonio Ramalho' & Wilson Sergio Venturini?

Resumo

O presente trabalho trata do desenvolvimento de um elemento para discretizacdo de sapatas rigidas com base no
Método dos Elementos de Contorno. Esse elemento utiliza as solu¢es fundamentais de Mindlin ou Boussinesg-
Cerruti visando uma discretizacao extremamente simples e eficiente do solo considerado como um meio eléstico
semi-infinito. Todo o desenvolvimento efetuado encontra-se voltado para a sua insercdo em um programa
tradicional de elementos finitos de modo que se possa considerar a interacdo de estruturas com o solo.

Palavras-chave: Elementos de Contorno. Elementos Finitos. Interacéo Estrutura-Solo. Sapata.

ELEMENT FOR RIGID FOOTINGS DISCRETIZATION BASED ON BONDARY
ELEMENT METHOD

Abstract

This work deals with the development of an element for discretization of rigid footings based on the Boundary
Element Method. This element was developed using both Midlin and Bussinesg-Cerruti fundamental solution
aiming a simple and efficient discretization of the soil as a semi-infinity elastic linear layer. The element is to be
inserted in a traditional finite element program in order to consider the soil-structure interaction.

Keywords: Boundary Elements. Finite Elements. Soil-Structure Interaction. Footing.

1 INTRODUCAO

Quando uma estrutura se encontra apoiada sobre elementos de fundagao direta, como por
exemplo sapatas, a interagdo com o solo adquire grande importancia. Isso ocorre porque a fundagao
direta é usualmente mais deformavel e depende mais das condicbes do solo para um desempenho
satisfatorio. Assim sendo, a interagao solo-estrutura para esses casos se reveste de uma importancia
especial.

O objetivo deste trabalho é exatamente apresentar um procedimento relativamente simples e
altamente eficiente para solugdo desse tipo de interacdo. A superestrutura sera discretizada através
do Método dos Elementos Finitos, mais adequado as grandes variagbes de geometria e rigidez dos
componentes estruturais, enquanto o solo sera discretizado através do Método dos Elementos de
Contorno, muito mais adequado para a modelagem de macicos estratificados ou ndo. Para tanto,
considerar-se-a a estrutura de fundacdo sera composta de sapatas rigidas, que fardo o papel da
interface entre a superestrutura e o solo.

Para a definicdo do elemento sapata, duas condi¢cdes foram de fundamental importancia: o
tempo de processamento e a facilidade na entrada dos dados. Isso porque o objetivo principal deste
elemento, realizar a interagcdo solo-estrutura de edificios sobre fundacdo direta tem um enfoque
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bastante pratico. Este enfoque estaria comprometido se a entrada dos dados requeresse muito
trabalho e o tempo computacional de execugao do programa crescesse demais. Deve-se lembrar que
exatamente essas condi¢cdes sdo que inviabilizam a utilizagdo de um elemento sdlido convencional na
consideracao dessa interagdo. Assim sendo, procurou-se com a definicdo deste elemento, através do
Método dos Elementos de Contorno, uma forma simples e, sobretudo, rapida de se considerar a
mencionada interagao.

A caracteristica fundamental do elemento mencionado diz respeito a sua adaptacdo a um
programa de Elementos Finitos, sem que haja um comprometimento do desempenho desse programa
para todas as suas outras aplicacbes. Desse modo, optou-se por um processo pouco ortodoxo, mas
eficiente, de se utilizar o Método dos Elementos de Contorno para a montagem da matriz de rigidez
associada ao ponto onde se liga a sapata. Mais explicitamente, os passos principais desse processo
podem ser resumidos nas seguintes etapas:

a) Inicialmente define-se o elemento como composto de uma ou mais sapatas, cada uma ligada a
um ponto nodal da superestrutura. Caso o elemento tenha mais de uma sapata,
automaticamente sera considerada a interacéo entre elas. Caso apenas uma sapata tenha sido
definida para o elemento, seu comportamento sera considerado independente das demais.

b) O programa automaticamente realiza a discretizacao dessas sapatas, calculando todos os
parametros necessarios para a montagem de um sistema de equacdes através do Método dos
Elementos de Contorno. O solo sera considerado como um dominio semi-infinito, isotrépico,
perfeitamente elastico e a sapata como sendo perfeitamente rigida.

c) E calculada, pela definicdo, a matriz de rigidez correspondente a cada centréide de sapata.
Isso se faz pela aplicacdo de deslocamentos e rotagcbes unitarios em cada um desses
centréides, mas sempre em relagdo ao sistema global de referéncia. Esses deslocamentos e
rotagdes sao entdo transformados em deslocamentos para os nds que discretizam as sapatas,
encontrando-se como resposta as forgas de superficie nesses mesmos nos. A integracao
dessas forcas de superficie produz como resultado uma matriz de coeficientes elasticos para
cada um dos centroides.

d) As matrizes de coeficientes encontradas no item anterior sdo entdo transportadas para os
pontos nodais da superestrutura ligados a cada sapata. Depois as matrizes sdo simetrizadas e
montadas nas devidas posi¢des do sistema de equagdes globais da superestrutura, como e
feito com todos os outros tipos de elementos. Entdo, a estrutura e calculada de forma
convencional, apenas ressaltando-se que nos resultados obtidos se encontra automaticamente
considerada a interacdo com o solo, da maneira mencionada.

Exatamente essas etapas é que estardao descritas, com detalhes, nos proximos itens deste
texto.

2 FORMA E FUNCAO APROXIMADORA

Pode-se considerar que duas especificacbes sao fundamentais para a definicdo deste
elemento. A primeira e sua forma e a segunda a fungéo aproximadora a ser utilizada.

Quanto a primeira, considerando-se que a entrada de dados de maneira simples e objetiva é
uma caracteristica fundamental e que a grande maioria das sapatas usualmente utilizadas é
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retangular, foi essa exatamente a forma adotada. Assim, para uma definicido completa da geometria
do elemento sdo necessarios os seguintes parametros:

dx4, dx, e dx; : distadncias entre o no da estrutura e o centrdide da sapata, segundo os eixos globais

X1, Xz e X3.
B : angulo entre o eixo global X, e o eixo local x4, positivo quando em sentido horario.
Cl1eC2 : dimensbes das sapatas segundo 0s eixos locais x4 e X.

Todos esses pardmetros sdo apresentados na Figura 1. Como se pode observar na referida
figura, os eixos locais sao definidos com origem no centréide da sapata e orientados segundo diregbes
paralelas aos seus lados. Ressalta-se ainda que, pelos parédmetros mencionados, a sapata é
considerada contida num plano paralelo ao plano formado pelos eixos globais X1 e X2, podendo
apenas apresentar-se rotacionada em relagao a esses €ixos.

X3

X2

—r—

Figura 1 — Geometria da Sapata.

Menciona-se ainda que, como sistema de referéncia homogéneo auxiliar, foram adotados os
eixos r e s, coincidentes com o sistema local de referéncia x; € x, e apresentados na Figura 2.

x|

Ty

Ay

Figura 2 — Numeracao de nds e sistema homogéneo.
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Ja quanto a fungao aproximadora, adotou-se que tanto a geometria como os deslocamentos
"u" e forgcas de superficie "p" sdo aproximados pela mesma funcdo. Além disso, a sapata é
discretizada por apenas quatro nos, colocados em seus cantos € numerados de acordo com o
esquema apresentado na ja referida Figura 2.

Qualquer pardmetro de um ponto interno pode ser calculado em funcido dos valores desse
parametro nos ndés da sapata. Para isso, basta que se defina fungdes apropriadas a estas
transformacgdes. Essas fungdes sdo ponderadores cujo valor resulta 1 para o n6 base da fungao e zero
para todos os outros.

Existe toda uma familia de fun¢des para os diversos tipos de elementos retangulares de
diferentes numeros de nés. Essa familia e conhecida como familia Serendipita [1]. Como foi adotado
que o elemento aqui desenvolvido & discretizado por apenas quatro nds, o conjunto das quatro

fungdes mencionadas pode ser escrito, em relagdo ao sistema homogéneo, da seguinte maneira,
(ZIENKIEWICZ, 1980):

ht =] (1-rf1-5s)

4
h2=%(1+r)(1—s) ”
h3=%(1+r)(1+s)
h4:%(1—r)(1+s)

Graficamente, as funcgbes (1) podem ser representadas conforme se mostra na Figura 3.
4 3 4 3
1 2 1 2

Figura 3 — Fungdes Interpoladoras.

3 PARAMETROS INTERNOS EM FUNCAO DE VALORES NODAIS

Em primeiro lugar, e interessante ressaltar que a notagcdo o matricial, apesar de produzir
expressdes mais extensas, tem a vantagem de explicitar bem as operag¢des desenvolvidas. Assim
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sendo, ela sera utilizada em paralelo com a notagao indicial sempre que se considerar necessario
imprimir maior clareza as dedugdes efetuadas.

As coordenadas de um ponto interno ao elemento podem ser escritas em funcdo das
coordenadas dos pontos nodais através da expressao:

X = h! Xij (2)
na qual:
X : coordenada de um ponto da sapata segundo o eixo "i"
hj : fungdes interpoladoras definidas nas Eq. (1)
X!

i : coordenada segundo o eixo "i" do ponto nodal “j”.

Em termos matriciais pode-se escrever:
X=HX

n

na qual X é o vetor de coordenadas do ponto:

Assim, H e a matriz de transformagao, montada com as fung¢des de interpolagao da maneira
que se segue:

h" h* h®* h* 0 0 0 0 0 0 0 O
0 0 h" h* h®* h* 0 0 0 O
0O 0 00 0 0 h h h n

Ja X, € o vetor que agrupa as coordenadas nodais do elemento da seguinte maneira:
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j
na qual X € a coordenada do no “j” segundo o eixo

“rn
.

Para os deslocamentos e forcas de superficie, aproximagbdes semelhantes podem ser
utilizadas. Nesse caso, as expressodes resultariam em:

Ui = hj LJIJ (4)
_hipi
p=h'P, (5)
nas quais:

u e p, - .
' p': componentes dos deslocamentos e forgas de superficie para um ponto interno

U'eP]

: valores nodais dos deslocamentos e for¢as de superficie

De forma semelhante ao que se mostrou para os valores de coordenadas, em termos
matriciais as expressodes resultam:

U=HU
" (6)
B-fp
" (7)
nas quais:

UeP . . -
: vetores que contém, respectivamente, os deslocamentos e forgas de superficie segundo os
trés eixos globais para um ponto interior
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~ ~

UeP . - .
n ": vetores que agrupam, respectivamente, os deslocamentos e forgcas de superficie nodais de

forma semelhante ao vetor X, da Eq. (3).

Com as aproximacdes definidas, pode-se passar a discretizacdo da equacao integral que rege
o fendbmeno. Essa discretizacdo e que resultara no sistema de equacgbes que resolvido permitira o
conhecimento das variaveis importantes do problema.

4 DISCRETIZACAO DA EQUACAO INTEGRAL DO PROBLEMA

A equacéo integral completa que relaciona deslocamentos e forgas para pontos do contorno
de um dado dominio, (NAKAGUMA,1979), pode ser simplificada considerando-se algumas condigbes
particulares do problema aqui analisado.

Em primeiro lugar, pode ser desprezada a parcela referente as forgas volumétricas, sem
importancia para as aplicagbes a serem aqui consideradas. Depois, deve-se considerar que a parcela
que depende de P* sera sempre nula para os casos aqui tratados, devido as consideragées que se faz
a segquir.

Quando a sapata a ser considerada se apoiar sobre um plano livre de tensdes, solucdo de
Boussinesq-Cerruti, o valor dos componentes do tensor P* sera zero. Este, inclusive, é o caso mais
comumente encontrado na pratica, no qual a sapata apodia-se na cota do terreno escavado,
desprezando-se o efeito de algum possivel reaterro por considerar-se que essa providéncia na
reconstitui o terreno original.

Caso a cota de apoio da sapata seja considerada realmente dentro do dominio semi-infinito,

solugdo de Mindlin, deve-se lembrar que na verdade a definicdo do contorno do elemento envolve a
definicao de seis planos, de ry a rg, conforme se apresenta na Figura 4.

by
s
'
\\.
%

Figura 4 — Contorno da sapata.

Se for adotada a espessura da sapata igual a zero, isto é, ry e r, ocupando a mesma posicao,
as integrais restantes anulam-se para os contornos de r; a rg. Entretanto, para os contornos ry e r;
anulam-se apenas as parcelas relativas a P*, pois trata-se da integracdo de fungdes de mesmo valor e
sinais contrarios na mesma area.

Quanto a matriz Cy(S), a soma de 1/2 &y de uma superficie com 1/2 & da outra produzira o
préprio dx ou seja, a matriz identidade. Portanto, seja usada a solugdo de Boussinesqg-Cerruti ou
Mindlin, a equacgéo integral discretizada resume-se ao seguinte:
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u,(S)= Ir U*ik(S,Q) p(Q) dI'(Q) (8)

Com a utilizacado da Eq. (4) e considerando-se que se tenha "L" sapatas para um determinado
elemento obtém-se:

Ul = ZL:Ur U ' p} dﬂ}
=1 =

(9)

na qual:

j
Ui : deslocamento do ponto nodal

11l ws

i” na direcao “i
Retirando-se da integral os valores que variam em relagao a posi¢cao do elemento obtém-se:

L

Ul = ZUD Uk hl drl} p)

X (10)

A integral no contorno I\ pode ser calculada numericamente por Gauss através da
consideracao de “M” pontos, (STROUD & SECREST, 1966). Desse modo, pode-se escrever:

0 =34 Sl ]

m=1

(11)

na qual:

|J| . & 0 Jacobiano da transformacao de coordenadas de dI' para dr ds. Esse valor, no caos de
sapatas retangulares, é iguala C; C, / 4.

®Om: & o fator de peso fornecido pelo processo de integracdo de Gauss. No caso. O ponto “m” tem a
sua posigao definida de acordo com o niumero de pontos a serem considerados para a integragao.

Aplicando-se a Eq. (11) a todos os pontos nodais de um elemento, obtém-se um sistema de
equacoes lineares que resolvido fornece os valores das forcas de superficie para os pontos onde os
deslocamentos sdo conhecidos. Para maior clareza, pode-se expressar esse sistema em termos
matriciais da maneira que se segue:
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~1 ~ = ~ ~ ~1
u G11 C;12 G13 G1n p
~2 ~ ~ ~ ~ ~2
u G21 G22 G23 G2n p
~3 ~ = ~ ~ ~3
u — G31 G32 G33 G3n p
~n ~ ~ ~ ~ ~n
u G, G, G G p

L ~n1 n2 n3 - nn _| (12)

~I ~ r ~ . ~
Os vetores U contém os deslocamentos do no “i” segundo as trés dire¢gdes coordenadas, ou
seja:

u

Us (13)

D' =~ 0 4 (o] 2 z
Os vetores P sdo semelhantes a U , 80 que contendo as forgas de superficie do no “i". Ja G;
€ uma matriz de ordem trés que pode ser escrita como:

éij :|J| mﬁ;[wm(lj hj)im]

(14)

na qual:

U . matriz de ordem trés que contém a solugao fundamental calculada do né “i” ao ponto de Gauss

7 ”

m-.

Apods as dedugbes aqui colocadas deve estar perfeitamente claro que se pode, através da
imposicdo de deslocamentos para os pontos nodais, calcular as forgas de superficie para esses
mesmos pontos. Esse procedimento permitira o calculo da rigidez das sapatas pela definicdo, o que
se encontra explicitado no proximo item.

5 CALCULO DA MATRIZ DE RIGIDEZ DAS SAPATAS

Apds a montagem do sistema de Eq. (12), o objetivo deste trabalho é o de calcular
coeficientes que simulem a presencga do solo e possam ser montados na matriz de rigidez global da
superestrutura. Mais especificamente, para o sistema computacional aqui desenvolvido, trata-se de
determinar os referidos parametros de rigidez associados aos seis graus de liberdade de cada né com
sapata associada. Isso produz uma matriz de ordem 6N, sendo "N" o numero de nés da
superestrutura ou de sapatas, presentes no elemento.

Inicialmente a rigidez sera determinada sempre em relagdo ao centréide da sapata, mas de
acordo com o sistema global de referéncia. Portanto, a transferéncia dessas rigidezes para o né da
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superestrutura envolvera apenas as transformacoées relativas as translagdes entre o centréide e o né.
Essas transformacdes serao realizadas em estagio posterior e encontram-se detalhadas no préximo
item.

Como foi mencionado, existem seis graus de liberdade a serem considerados para cada
sapata: trés translagdes segundo X;, X; e X; e trés rotagdes em torno desses mesmos eixos. Para o
céalculo dos coeficientes de rigidez deve-se impor a cada um desses graus de liberdade, de forma
independente, um movimento unitario, conforme mostrado na Figura 5.

Figura 5 — Movimentos unitarios de uma sapata.

Cada movimento sera entao transformado em trés deslocamentos para cada um dos quatro
nos que definem a sapata. Os vetores para os seis carregamentos mencionados podem ser
expressos, em sua forma transposta. da maneira que se segue:

U= 0010010010 0}

~

Uy={0 100100100 10}

Uu={0 0100100100 1 (15)

Ui={0 0 A, 00 A, 00 A, 00 A,}
uu=-{poB 00B, 00B, 00 B,}

~

ur={c, b, o c, bb 0 C, b, 0 C, D, 0}
nas quais:

Ui : vetor correspondente ao i-€simo carregamento de uma determinada sapata.

Ja os parametros A, B, C e D sao distancias dadas pelas expressoes:
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Ai = X5 (n6 i) — X5 (centrdide)
Bi = X4 (centréide) — X4 (nd i)
Ci = Xz (centroide) — X, (n6 i)
D; = X4 (n6 i) — X4 (centréide)

Apods essa etapa, o conjunto formado pelos deslocamentos obtidos para os nés da sapata
considerada e mais trés valores nulos para cada n6 de outras sapatas constitui um vetor que deve ser
levado ao sistema (12). Quando todos os movimentos unitérios tiverem sido considerados, ter-se-a um
total de 6N vetores.

A solugdo do sistema é realizada pelo processo de triangularizacdo de Gauss, com os 6N
vetores considerados simultaneamente. Assim, pode-se independentes considerados
simultaneamente. Assim, pode-se conhecer os valores das for¢cas de superficie para cada né de todas
as sapatas, valores esses organizados em um vetor para cada movimento unitario. A integragao
numérica desses valores, sempre em relagdo ao centroide e tendo como referencia o sistema global,
produz a matriz de rigidez do elemento.

Apods o procedimento aqui descrito, resta apenas operar as ultimas transformacgdes na referida
matriz e realizar sua montagem na matriz de rigidez global da superestrutura.

6 TRANSLACAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ

Uma rigidez calculada para um determinado ponto pode ser ftransferida para outro através de

transformacdes convenientes, (MEEK,1971). Supondo os pontos O e O separados por distancias dx; ,

. . . X, X. X
dx, e dxsz e referenciados, respectivamente, pelos sistemas X, X, e X3 e X1, X2 e 773, conforme se

mostra na Figura 6, pode-se escrever para a transferéncia de forcas e momentos atuantes dos pontos

O para O:

(16)

na qual:
S : matriz de rigidez transladada
T : matriz de translagao

S : matriz de rigidez original
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X34

ol
)
T

dx 3

Figura 6 — Translagdo da matriz de rigidez.

A Eq. (16) mostra como transladar uma matriz de rigidez calculada inicialmente num ponto

O para o ponto O. Aqui a expressao sera utilizada para transladar a matriz de rigidez do elemento
montada em relacao ao centrdéide de cada sapata para os nds da superestrutura. Somente apos essa
translacao ela sera adicional a matriz de rigidez global da superestrutura.

Para se realizar essa translacdo é necessario se recordar que a matriz total é composta de N?
submatrizes, sendo N o0 numero de sapatas ou de ndés da superestrutura. Nesse caso, a
transformacao de rigidez para os nds da superestrutura pode ser realizada através da expressao:

ij i ij'i (17)

na qual

. sd0 as sub-matrizes ja transladadas para os pontos da superestrutura

1 . sd0 as sub-matrizes ainda referidas ao centréide de cada elemento sapata
T

: sdo as matrizes de transformagao que relacionam as rigidezes no centréide com as rigidezes no

@

noé da superestrutura para a sapata “j”.

7 SIMETRIZACAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ

A matriz obtida para o elemento sapata através do Método dos Elementos de Contorno
(MEC.) tem a caracteristica de ndo apresentar simetria em relagdo a diagonal principal. Ja a matriz da
superestrutura, obtida através do Método dos Elementos Finitos (MEF), tem como uma das suas
principais caracteristicas exatamente essa simetria. O problema de como realizar a compatibilizagao
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entre as matrizes obtidas através desses dois métodos distintos tem se caracterizado numa
preocupacdo constante para os pesquisadores que trabalham com o acoplamento do MEC com o
MEF.

Existem diversas maneiras de resolvé-lo, (RAMALHO, 1990), mas o procedimento aqui
adotado é o que se encontra em (BREBBIA & GEORGIOU, 1979) e pode ser considerado o mais
simples e, provavelmente, 0 menos preciso.

Trata-se de simetrizar a matriz apds a sua montagem utilizando-se a média dos valores de um
lado e de outro da diagonal. Portanto, € um procedimento que procura otimizar o chamado erro médio,
nao sendo considerado o mais conveniente em alguns casos.

Entretanto, para este caso aqui estudado, no qual os valores obtidos para a diagonal sdo
muito preponderantes em relagao aos demais, ele pode ser realmente defensavel, principalmente
levando-se em conta a sua simplicidade e o fato de n&o necessitar de modificagdes no algoritmo de
solucéo do sistema de equagdes.

Sendo assim, esse foi o procedimento de simetrizagdo adotado, podendo-se escrever
simplesmente:

Sj="(S; + ) (18)

na qual:

S; : elementos da matriz de rigidez para a linha “i” e coluna “j".

Apods esse processo de simetrizacdo a matriz de rigidez do elemento sapata pode ser montada de
forma tradicional na matriz de rigidez da superestrutura.
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