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ANALISE DE DOMINIOS REFORCADOS CONSIDERANDO MODELOS DE
ADERENCIA
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Resumo

Neste trabalho, uma combinacédo do Método dos Elementos de Contorno (MEC) com o Método dos Elementos
Finitos (MEF) é apresentada para analise bidimensional de sélidos elastostaticos refor¢ados, sendo considerados
modelos de aderéncia no acoplamento. O elemento de contorno é adotado para modelar o comportamento do
dominio, enquanto que o modelo por elementos finitos é utilizado para modelar o enrijecedor. Para a formulagéo
do acoplamento, um polinémio do terceiro grau é adotado para aproximar tanto o campo de deslocamento
guanto a rotagdo do enrijecedor, enquanto aproximacdes lineares sdo usadas para representar a forca de contato
entre o dominio e o enrijecedor. Modelos de escorregamento, apresentados, relacionam o deslocamento relativo
e a forga de contato linearmente. Através de exemplo é mostrado o acoplamento entre 0s dois materiais.

Palavras-chave: Método dos Elementos de Contorno. Acoplamento MEC/MEF. Modelos de aderéncia.

ANALYSIS OF DOMAINS REINFORCED CONSIDERING MODELS OF
ADHERENCE

Abstract

In this work, it is presented a coupling between the Boundary Element Method and the Finite Element Method for
two-dimensional elastostatic analysis of reinforced bodies considering adherence. The Boundary Element is used
to model the matrix while the reinforcement is modeled by the Finite Element. Regarding the coupling formulation
a third degree polynomial is adopted to describe the displacements and rotations of the reinforcement, while a
linear polynomial is used to describe the contact forces among the continuum and the reinforcement. Adherence
(or sliding) models are presented and implemented in the computer code. A linear relation between relative
displacement and transmitted force is adopted. Examples shown the coupled situations.

Keywords: Boundary Element Method. BEM/FEM coupling. Adherence models.

1 INTRODUCAO

Em projetos de Engenharia Estrutural a simulagdo numérica possui um papel de crescente
importancia. Isto pode ser atribuido ao rapido avango de poderosos computadores e de softwares de
qgualidade resultando na diminuicdo do custo da simulacdo computacional comparado aos elevados
custos e/ou dificuldades praticas dos experimentos. Porém, para complementar ou até mesmo
substituir experimentos, a simula¢do deve ter um elevado grau de eficiéncia, precisao e confiabilidade.
Esse elevado grau de exigéncia pode ndo ser dependente somente do modelo fisico e matematico
gue é escolhido para o sistema real que se deseja simular, mas também na escolha da prépria
ferramenta de simulagdo, por exemplo, Método dos Elementos de Contorno, e em habilidades de
utiliza-lo.
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94 Analise de dominios reforcados considerando modelos de aderéncia

O préximo passo é traduzir o modelo fisico em um modelo matematico. O modelo fisico pode
ser representado matematicamente de varias maneiras, entdo é feita uma escolha pela representagao
que satisfaca as necessidades do problema, por exemplo, pela selecdo de um sistema de
coordenadas apropriado, as unidades e as variaveis independentes. Isto conduz a uma descricdo
matematica particular para o problema de equagdes diferenciais ou integrais, aplicando as descri¢des
matematica do contorno e das condi¢des iniciais das restricbes adicionais (por exemplo, restricdes
cinematicas em problemas de contato).

O processo de modelagem € muito importante, e € neste momento que se determina o melhor
resultado que se pode obter em qualquer ferramenta numérica. Qualquer erro no processo de
modelagem aparecera na solu¢cdo numeérica, pois o0 programa somente resolve a equacdo matemética
e ndo pode verificar se a simulacdo do fenémeno fisico estd adequada. Porém, quando se tem um
bom modelo matematico, a escolha de uma metodologia apropriada para a obtencdo da solucdo é
muito importante para minimizar o pré-processamento (traducdo do modelo matemético para o
computador, que envolve a geragédo da geometria e da malha) computacional e o custo no processo
da andlise.

Para que seja obtido sucesso na resolugdo numérica do problema € necessario o completo
conhecimento da ferramenta numérica que estda sendo usada, onde o processo de solugdo
freqientemente ndo é direto. Varios parametros tém que ser escolhidos, alguns dos quais aumentam
a velocidade no processo da solucdo, enquanto outros podem nao conduzir a solu¢des possiveis ou
podem resultar em solucdes erradas quando aplicados incorretamente.

Quando a analise numérica é completada, os resultados tém que ser analisados e julgados
com 0 senso comum e a experiéncia, podendo também ser comparados a experimentos e a outros
resultados numéricos.

Quando se esta convencido que realmente encontrou um resultado preciso para o modelo
matematico, deve-se interpretar estes resultados pelo ponto de vista fisico para verificar se esta
solucéo é também uma boa aproximagéo para o fenbmeno que se espera simular. Quando este néo é
0 caso, faz-se necessario modificar ou substituir o modelo fisico em que a analise esta baseada.

Por fim, se obtém uma solucdo na Engenharia para o processo real que se deseja simular.
Com isso, o0 processo de andlise € finalizado e o resultado pode ser usado em projetos. Isto pode
conduzir a uma confirmacao do projeto estrutural ou indicar onde e como modificacdes poderiam ser
feitas.

2 EQUACOES BASICAS E MODELOS DE ADERENCIA

Neste item sera abordado as equacdes basicas do Método dos Elementos Finitos e os
modelos de aderéncia utilizados neste trabalho.

2.1 Equac0es basica

O elemento finito de poértico ndo convencional foi utilizado para modelar os enrijecedores. Este
elemento possui trés graus de liberdades por n6 e a aproximagdo cubica para as variaveis de
deslocamento e rotacdo € utilizada. Sendo assim, 0 elemento possui 4 nds, sendo que para cada um
dos nds sao estabelecidas duas translacdes (vertical e horizontal) e uma rotacdo. Foi empregada a
cinematica geral de Reissner desenvolvida para elementos laminados (Paccola, 2004) utilizado
anteriormente por (Wutzow; Venturini, 2004).

Para modelar os enrijecedores, empregou a cinematica para o elemento de poértico bi-
dimensional semelhante a desenvolvida por (Pacolla, 2004) para estudo de pérticos e laminados em
geral.
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Para um ponto qualguer de uma viga as componentes horizontais e verticais dos deslocamentos séo
dadas por:

u, (X,y)=u0 (X)+60(x).y 1)

v, (%,¥)=v, (x) @)

Sendo x e y o sistema de referéncia no centro da camada. Para facilitar o entendimento das
expressdes apresentadas nas Eq. (1) e Eg. (2), a Figura 1 ilustra o deslocamento do ponto P em
relagéo ao eixo do elemento.

Figura 1 — Cinematica de um ponto “P” qualquer. (WESLEY, 2008).

Obtido os deslocamentos através das expressfes cinematicas adotadas para o problema,
pode-se entdo determinar as deformacdes em fungéo das derivadas das equacdes cinematicas.

> (XBY)_ Ox

Sy(xa}’):O

g, (xy)=12 zl[a‘lp(x,y) .\ an(X,y)]
2 2 dy OX

®3)

Aplicando a lei constitutiva para os materiais, obtém as tens@es para o ponto P do elemento
de viga:

o, =Eeg,
c,=0
Ty =Gy 4)
O equilibrio é introduzido a partir do Principio da Minima Energia Potencial. Assim, tem-se:

1

U, = I(E(SXGX Yy Tay )] dv -
1 @)Y 4E(up@+y8,©)
B vy 0 0
v=[] G[eo<a>+ 3 J+ - dA e
(6)
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926 Analise de dominios reforcados considerando modelos de aderéncia

A parcela de energia referente ao carregamento distribuido pode ser descrito como sendo:
1
U, = I(txug + tyug)di
- (7)

Portanto o funcional de energia completo, contendo a parcela de carregamento distribuido, é
descrito por:

n=u,-U, @®

ou

IT= I(%(sxcx Yy Tay )) dV—I(txug +tyU(y))dX o

Neste trabalho foram utilizadas aproximac8es cubicas independentes para os deslocamentos
u,, v, € 0, mostradas:

X
P (10)
Sendoqg_“ = dg_v = E ={,onde ¢ so as fungdes de forma apresentadas na Eq. (11):
- 9 1 1
4’1(&)“%[“5 [i—gj(é—l)
- 27 1
B(&)=+ ()81 (e
- 27 1
B(&)=- 2@+ e
- 9 1 1
f6)- 2505 e
(®) I6\" 3 3 5+ com —1<E<+1 (11)

No referente as forcas na interface do acoplamento (t, e t,) sdo adotadas aproximagdes

lineares:

2 2
t,=> 0rt,, t,=> ¢t sendo ¢ =¢ = (12)

i=1 i=1

Onde;
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2 com-1<E<+] (13)

Utilizando as aproximacfes acima e minimizando-se o funcional de energia, Eq. (8), chega-se
ao sistema algébrico de equacdes dadas da seguinte forma:

I:KE ]3NFx3NF {UE}3NFXI - |:GE:|3NFX2NF {fE}zNFmer + {F}SNFxl

extr

(14)
Onde:

[KE] é a matriz de rigidez do MEF;

[GE] € a matriz referente as cargas distribuidas;

{UE} € 0 vetor com as incoégnitas de deslocamento (translacdes e rotacao);
{fE} vetor de forgas distribuidas;

{F} vetor de forgas concentradas nodais;

NF é o nimero de nés de finitos (quatro por elementos);

NFexr € 0 numero de nés das extremidades dos elementos finitos.

2.2 Modelos de aderéncia

Enrijecedores embutidos no dominio pode ser uma importante situacdo para modificar a
rigidez do solido e a capacidade de suportar carregamento, caso as forgcas transmitidas entre os dois
materiais forem adequadas. A situacdo ideal onde ocorre a aderéncia perfeita € impossivel na pratica,
pois na vizinhanga das extremidades do enrijecedor onde as for¢as da interface tendem ao infinito,
ocorrendo o0 escorregamento.

Para considerar o efeito da perda de aderéncia entre o enrijecedor/dominio podem ser
considerados modelos que descrevem este escorregamento entre os dois materiais. O objetivo deste
trabalho é apenas mostrar a viabilidade de inserir qualquer modelo de aderéncia considerando a
formulacdo descrita abaixo considerando o acoplamento entre o MEC e o MEF. Como exemplos sdo
mostrados dois modelos que foram utilizados neste trabalho, lembrando que todos os modelos

possuem relagéo linear entre o deslocamento relativo e as forgas de transferéncia.

O primeiro modelo apresentado € o modelo constante com um Unico patamar, possuindo
apenas um par de parametros ao modelo que sdo o S eo f_ . Onde S é o deslocamento relativo

entre os dois materiais e f__ é a maxima forca de aderéncia. Este modelo, mostrado na Figura 2,

descreve situacBes em que uma vez atingido a maxima forca de aderéncia, a capacidade de
transferéncia de esforcos permanece constante entre os materiais.
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Modelo 1

—h

3
&

tensao de aderéncia

Deslocamento relativo (S)

Figura 2 — Gréfico da tenséo de aderéncia pelo deslocamento relativo (S) — MODELO 1.

O segundo modelo, apresentado na Figura 3, consiste de dois patamares e uma regidao de
declive. Esta representacdo tem como parametros os pares (S, f ) e (S,,f,.), onde os S, para

e f,. sdo as forcas maximas e

res

i=1,2 séo os deslocamentos relativos entre os materiais, e f_,

X

residuais do acoplamento, respectivamente. Este modelo simula, em um primeiro momento, situacées
onde se tem uma aderéncia perfeita do enrijecedor e o dominio até atingir a f atingido este valor

max !
ocorre um aumento no deslocamento relativo para uma mesma forga transferida, mas a partir de S,
as forgas de transferéncias comecam a diminuir até atingir um deslocamento relativo S,, onde é

obtida a forca final ou residual do modelo, dai em diante a transferéncia da forca de contato
permanece constante e igual a forca residual.

Modelo 2

Tenséo de aderéncia

res

n k-

1 Deslocamento relativo (S) 2

Figura 3 — Grafico da tensdo de aderéncia pelo deslocamento relativo (S) — MODELO 2.
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3 ACOPLAMENTO MEC//MEF CONSIDERANDO O EFEITO DO ESCORREGAMENTO

Neste artigo é abordado os dois métodos numeéricos mais utilizados em problemas de
Engenharia, o Método dos Elementos de Contorno (MEC) e o Método dos Elementos Finitos (MEF).
Apesar da grande utilizacdo desses dois métodos, estes possuem limitagdes em analise de alguns
tipos de problemas.

Com o objetivo de melhor aproveitar os dois métodos numéricos, neste trabalho é realizado o
acoplamento dos mesmos. A técnica do acoplamento realizado nesta dissertacdo é semelhante ao
apresentado nos trabalhos de (Botta, 2003) e (Leonel, 2009). A diferenca é que nos trabalhos de
(Botta, 2003) e (Leonel, 2009) foram utilizados elementos de barra com um Unico grau de liberdade de
deslocamento paralelo ao eixo da barra. Ja neste trabalho, utilizam-se elementos com trés graus de
liberdade por nds, dois para deslocamento e uma para rotagao.

Para que o problema possa ser resolvido, utiliza-se um procedimento simples baseado na
técnica dos minimos quadrados. Como 0 numero de equagfBes € maior que o de incégnitas, €
necessario reduzi-lo a um namero conveniente. A técnica dos minimos quadrados consiste em obter a
melhor solucdo que aproxima a resposta do sistema de equacéo, fazendo desta forma a minimizacéo,
em uma determinada norma, do vetor residual r, onde r=Ax—-b. Como conseqiiéncia desta
minimizacao é reduzido o numero de equacgdes, tornando o sistema linear resolvivel e ainda podendo
minimizar o erro da resposta quando levada ao sistema original (SULI; MAYER, 2007).

O problema do escorregamento introduz através de uma varidvel nas equacbes de
compatibilidade de deslocamentos, esta variavel S é a responsavel pelo escorregamento relativo
entre o dominio e o enrijecedor. As equacgdes de compatibilidade séo expressas por:

{f°}=—{f"}={f} (15)
Ut =U
UP=Uf+S=UP=U+S (16)

Ou seja, o0 deslocamento relativo S foi aproximado por elementos lineares e introduzido nas
equacdes de equilibrio do MEC para pontos internos. Os campos com os deslocamentos U e S da
Eqg. (16) sdo independentes entre si, e podem ser aproximados por polindmios diferentes sobre cada
elementos de barra. O deslocamento U é aproximado pelo mesmo polinbmio cubico definido no item
2.1. O deslocamento relativo S foi aproximado linearmente nesta formulagdo, como ja informado. A
razdo desta escolha é por ser o mesmo polinbmio que aproxima as forcas de superficie no elemento.
Para este caso, 0s nos das aproximacOes das forcas de superficie e do escorregamento devem
coincidir, com base no modelo de aderéncia utilizado.

Sabendo que as equacdes do MEF séo desenvolvidas em coordenadas locais e as do MEC
em coordenadas globais e tendo as equac¢des do MEC possuindo dois graus de liberdade por n6 e o
MEF trés graus de liberdade é necessario realizar a compatibilizacdo das dimensdes e o sistema de
referéncia. Diante deste fato a Eq. (16) pode ser reescrita na seguinte forma matricial:

{U D}ZNFXI = [T ]2NFX3 NF [R]3NFX3NF {U }3 NFx1 + [f]zNszNFextr {S}ZNFextrxl (17)

Onde:
NF = nimero de nés de elementos finitos
NFexr = NUmMero de nés extremos do elemento finito

[T]é a matriz que relaciona a posi¢&o dos nés de {uD} e {u}
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100 Analise de dominios reforcados considerando modelos de aderéncia
[T] é a matriz que relaciona a posicéo dos nés de {uD} e {S}
[R] € a matriz de rotacéo do sistema local para o global de referéncia

Com a introducéo do escorregamento relativo S, a equagdo de equilibrio do elemento de
contorno (Brebbia, 1978) para pontos internos ao dominio deve ser reescrita como:

[Heg 1{U,} +[RITIHU *} +[RIT1{S} = [Gee 1{R} +[Gee 1{f °} (18)

O sistema fica:

[A)b]{X}=[Bbb]£Fb}—[GEE][F_€]{fE(S)} -
[AEb]{X}+[R]F]{l_JE}+[R]F 118} =[Bg, J1F} ~[Gee IIRIT "(S))
[KEUT =[G T (S)}+{F} (19)
Onde: {f°}=—{f5(S)} e {f"(S)} depende do modelo de aderéncia que é funcéo do deslocamento
relativoS . E {F} representa o vetor de carregamento nodal do MEF. Tendo a matriz [K®], [GF] e 0

vetor {F} referenciado ao sistema de coordenada local.

A representacdo matricial aplicando o método dos minimos quadrados ao sistema 19 fica:

[A] (0] [0 X B, —[Grf][??] 0
[0] K] 0 e o0 | [C1 [(f"OHF
0

¥ ¥ il ¥

[GellAy] [GeIRIT] [GeIRITI|(S ) [[GelBy]| | HGelGelR] (20)

Neste trabalho foi utilizada a formulacdo incremental com controle de passos de carga ou
deslocamento para poder obter o histérico de evolucdo da estrutura e verificar se as forcas de
interacdo entre o MEC e o MEF estdo seguindo os modelos adotados, quando estes atingem suas
forcas de superficies maximas. Assim a Eq. (19) fica na forma incremental:

[A] [0] [0 || B, 1GIR 0
[0] K] O (A= 0 iR [C1 [ ©OinaF
[GellAs] [GEIRIT] [GeIRITI|[ 45 | [[GelBy] HGeIGIR] 0

(21)

4 EXEMPLOS NUMERICOS

Neste exemplo considera-se a analise da perda de aderéncia de uma barra embutida num
dominio plano. A estrutura considerada é apresentada na Figura a qual é solicitada mediante a
prescricdo de um carregamento no né de extremidade do enrijecedor. A carga aplicada na estrutura é

equivalente a um deslocamento imposto de valor igual a 4,0.10"m. As dimensdes geométricas
adotadas foram H =1,0m, L, =4,0m e L=5,0m, analisando o efeito do escorregamento da barra
em um meio elastico.
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A discretizacdo utilizada foi de 120 elementos lineares para o Método dos Elementos de
Contorno e para o enrijecedor foi utilizado 100 elementos finitos.

As propriedades dos materiais adotadas para o exemplo sdo as seguintes: para o dominio
E, =2,8.10°N/m*, v =0,0. e para o enrijecedor foi adotado E. =2,8.10"'N/m’, 1. =1,79.10"m" e
S. =1,29.10”°m’. Foi considerado neste exemplo 0 MODELO 2 que possui 0s seguintes parametros:
S, =1,010"m, S,=1,0.10°m , f =1,40.1°N/m’ e f_ =1,30.10°N/m’.

H
H/2

Figura 4 — Estrutura analisada.

Na Figura 4 é apresentado as curvas com as forcas de superficie (N/m?) ao longo do
comprimento do enrijecedor para nove valores diferentes de deslocamento prescrito, mostrando assim
a evolucdo da acdo de arrancamento da barra em instantes diferentes.

160 4
401 E T~~~
120
@ 100
Q
= i
8_ 80 — Primeiro incremento
g 1 Segundo incremento
o 607 Terceiro incremento
'z ] Quarto incremento
O 40 Sexto incremento
L? _ Sétimo incremento
20 - Oitavo incremento
| Nono incremento
0+ et
-20 T T T T T T T T T )

1 2 3 4 5
Posicdo ao longo do acoplamento

Figura 5 — Gréfico da evolugéo das forcas de superficie ao longo da regido acoplada.
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Na Figura 6 sdo apresentadas as curvas com os deslocamentos, em metros(m), dos pontos
do meio continuo localizado na interface com o enrijecedor. Verifica-se a diminuicdo no deslocamento,
nos pontos localizados proximos & aplicagédo da carga, a medida que o carregamento evolui.

7,00E-008

6,00E-008
o
= 5,00E-008
g ] = Primeiro incremento
o e Segundo incremento
o 4.00E-008 Te?ce. .
= iro incremento
o | e Quarto incremento
GC_, 3,00E-008 Quinto incremento
= | e SeXt0 iNCremento
S Sétimo incremento
©  2,00E-008 = Qitavo incremento
[75] .
) ] === NONO incremento
(]

1,00E-008 /

0,00E+000 , . , . , . , . .

Posi¢do ao longo do acoplamento

Figura 6 — Evolucéo dos deslocamentos do dominio ao longo da interface.

Os graficos apresentados na Figura 7 mostram a evolucdo da perda de aderéncia, através do
desacoplamento dos deslocamentos do dominio e do enrijecedor.

A Figura 7 ilustra perfeitamente a evolucéo da perda de aderéncia, em que os deslocamentos
do dominio ndo sdo mais iguais aos deslocamentos do enrijecedor. No primeiro incremento de
deslocamento, verifica-se quase que todos o0os nos estdo perfeitamente acoplados, exceto os da
extremidade. A medida que vai aumentando o deslocamento outros nés comecam a desacoplar até
chegar a situagdo do nono incremento quando os deslocamentos do enrijecedor continuam
aumentando e o do dominio decresce.
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Figura 7 — Grafico da evolucéo do desacoplamento dos deslocamentos do dominio e do enrijecedor.

Finalmente na Figura 8 sdo apresentadas as curvas dos deslocamentos relativos entre os dois
materiais. Pela definicdo apresentada na Eq. (16) os deslocamentos do enrijecedor sdo obtidos
subtraindo-se os resultados apresentados na Figura 6 ao da Figura 7
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Figura 8 — Gréfico do deslocamento relativo entre o dominio e o enrijecedor.

5 CONCLUSOES

Neste trabalho o dominio foi modelado pelo MEC e o enrijecedor pelo MEF. Para o
desenvolvimento dos elementos do MEF foi utilizado a cinematica para elementos de porticos
bidimensional semelhante a desenvolvida por (Pacolla, 2004). A aproximacdo utilizada para o
elemento do MEF foram polinbmios cubicos para os deslocamentos e rotacbes, sendo estas
aproximacoes independentes, e um polinémio linear para as forcas. Devido essa diferenca de
aproximacao entre deslocamentos e forcas, foram geradas, na formulacdo, mais equacdes que
incognitas tornando o sistema retangular e n&o resolvivel. Para contornar este problema foi utilizado o
Método dos Minimos Quadrados, MMQ, para tornar as matrizes quadradas, e como conseqiiéncia,
uma melhor regularizacédo das respostas.

O efeito da perda de aderéncia entre o dominio e enrijecedor foi considerado no presente
trabalho. Esta consideracéo foi realizada através da insercdo de um parametro adicional na equagéao
de compatibilidade dos deslocamentos do dominio e do enrijeceddor. Este parametro adicional foi o
deslocamento relativo S, o qual foi aproximado por polindémios lineares. Esta aproximacao foi motivada
devido as forgcas serem aproximadas por polinbmios lineares, e como 0os modelos adotados relaciona
estas forcas com os deslocamentos S, foi uma forma cémoda de obter os parédmetros nodais
coincidirem.

Para a validacéo da formulacédo de acoplamento considerando o efeito do escorregamento, foi
apresentado em um exemplo. O exemplo constituia de uma barra submetida a uma carga axial
simulando o arranque do enrijecedor ao dominio. Neste exemplo foram verificados valores coerentes
de deslocamentos aos dois materiais, pois quando era atingida a forca maxima do modelo de
aderéncia ocorria a diferenca de deslocamento entre o enrijecedor e 0 dominio, ocasionado pelo
deslocamento relativo S. E ainda neste exemplo, foi verificado o perfeito acompanhamento das forcas
de contato da direcdo da barra quando os seus valores excedem ao preconizado pelo modelo
adotado.
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