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Resumo

O presente trabalho visa empregar uma abordagem numérica para determinar as propriedades macro mecanica
desses compositos, combinando o conceito de Volume Elementar Representativo (VER) com o Método dos
Elementos Finitos. Inicialmente, apresenta-se a fundamentacdo tedrica associada a abordagem numérica
empregada. Posteriormente, os modelos numéricos desenvolvidos sao aplicados na determinacéo dos coeficientes
efetivos de materiais compdsitos inteligentes transversalmente isotrépicos com fibras piezelétricas de secio
circular. Destaca-se ainda, que uma das contribuicbes do presente trabalho é a aplicacdo do Teorema das
Médias para se obter de forma consistente os coeficientes efetivos. Finalmente, os resultados numéricos obtidos
pela abordagem proposta séo, entdo, comparados com resultados da literatura, verificando-se que os resultados
obtidos sdo muito semelhantes aos resultados relatados pela literatura para arranjo quadratico e hexagonal com
fibra de geometria circular. Portanto, a abordagem numérica proposta apresenta-se como uma boa alternativa
para o calculo de coeficientes efetivos de compdsitos inteligentes.
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ELECTROMECHANICAL RESPONSE OF PIEZOELECTRIC FIBER SMART
COMPOSITES: NUMERICAL APPROACH FOR EVALUATION OF EFFECTIVE
PROPERTIES USING THE MEAN THEOREM

Abstract

This work goals to apply a numerical approach for determining macroscopic properties of smart composite, using
a Representative Element Volume (REV) and Finite Element Analysis. Firstly, it is showed the theoretical
fundaments of numerical approach used. After that, numerical models are applied on the determination of
effective coefficients for smart composites with circular piezoelectric fibers and transversal isotropy. One
contribution of this work consists on the application of Mean Theorem to determine effective coefficients. Finally,
the numerical results obtained are compared to literature results, and it is verified that there is a convergence
between both results. Therefore, the numerical approach proposal is a good alternative to calculate effective
coefficients of smart composites.

Keywords: Smart Composite. Piezoelectric fiber composite. Unit cell. Mean theorem.

1 INTRODUCAO

Uma definicdo aceita para material ativo ou inteligente consiste em caracterizar 0 mesmo
como um dispositivo de conversédo de energia, por exemplo, transformar energia elétrica em mecénica
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e vice-versa. Assim, tornou-se importante o estudo de problemas de acoplamento eletromecéanico. Na
indastria aeronautica, o uso destes materiais inteligentes como sensores e/ou atuadores tem ocorrido
em diversas areas de outras industrias, por exemplo: controle de ruido e de vibragéo; controle de
posicionamento e sistemas de monitoramento da integridade estrutural (SHM — Structural Health
Monitoring).

Dentre os materiais compadsitos inteligentes, destacam-se aqueles com as fibras de materiais
piezelétricos embebidas em uma matriz polimérica ndo condutora (PFC - Piezoelectric Fiber
Composite). Pois, possuem grande potencial para aplicacdo em problemas de engenharia, que
envolvem compadsitos laminados estruturais, ou seja, os PFCs sao mais eficientes para monitorar e
controlar estruturas fabricadas em material compdésito polimérico reforcado por fibra ndo ativa.
Somado a isto, tem-se que os PFCs sdo capazes de atender requisitos criticos de projeto,
necessarios, sobretudo na industria aeroespacial.

Em fungéo do vasto campo de aplicagdo dos compadsitos ativos, diversas abordagens foram
estudadas ao longo do tempo para prever o acoplamento piezelétrico mecanico em materiais
compositos inteligentes. As abordagens sédo experimentais, analiticas, numéricas ou hibridas. Sendo
que, normalmente os autores utilizam mais de um tipo de abordagem de modo a avaliar melhor os
resultados obtidos, e principalmente, quantificar as propriedades associadas a um dado material
compdsito inteligente.

Em se tratando das abordagens analiticas, tém-se trabalhos como os de CHAN e
UNSWORTH (1989), SMITH e AULD (1991) que apresentaram abordagens analiticas basicas,
limitadas em determinadas condigbes de carregamentos. DUNN e TAYA (1993) acoplaram teorias
micro mecéanicas com a solugdo eletro elasticas para representar inclusdes de formato elipsoidal em
um meio piezelétrico infinito, visando determinar as propriedades eletromecanicas de
piezocompdsitos. Linhas de pesquisa similares sdo adotadas por BISEGNA e LUCIANO (1996, 1997)
generalizaram os principios de Hashin-Shtrikman para determinar os valores limites de todas as
propriedades piezelétricas de materiais ativos. RODRIGUEZ-RAMOS et al. (2001) e BRAVO-
CASTILLERO et al. (2001) utilizaram a homogeneizagdo assintética em compositos reforcados com
fibras, possuindo simetria quadrada na distribuicdo e, em seguida consideraram os efeitos
piezelétricos. GUINOVART-DIAZ et al. (2001, 2002) aplicaram o modelo de homogeneizacio
assintotica para considerar a resposta de compadsitos onde a disposi¢éo das fibras apresenta simetria
hexagonal.

Em se tratando da abordagem numérica, destacam-se os trabalhos que empregaram o
Método dos Elementos Finitos (MEF). GAUDENZI (1997) estudou o emprego de uma célula unitaria
como modo de simular o comportamento de um “patch” de PFC para ser aplicado em placas
metdlicas. Aplicando as devidas condicbes de simetria, 0 pesquisador mostrou que é possivel uma
boa estimativa de comportamento do material através da simulacdo de apenas uma célula unitaria
submetida a diversos tipos de carregamentos. TAN e VU-QUOC (2005) apresentaram a formulacéo de
um elemento solid-shell para aplicacdo em estruturas ativas de compositos, contabilizando grandes
deformagdes e grandes deslocamentos. O elemento possui graus de liberdade de deslocamento e
elétricos, ndo apresentando graus de liberdade de rotacdo. Os autores asseguraram eficiéncia e
precisdo na analise de estruturas com grandes deformacfes de compésitos laminados estruturais,
incluindo camadas piezelétricas. O trabalho de DENT et al. (2005) foi motivado pelos avangos na
utilizagéo de fibras PZT (piezelétricas) em aplicacdes como atuadores e sensores, incluindo controle
estrutural através de compositos inteligentes. Diversas fibras comercialmente disponiveis foram
avaliadas e caracterizadas segundo sua morfologia, microestrutura e composi¢cdo de fase. Como
resultado do trabalho, foram identificadas fibras que possuem caracteristicas inadequadas para 0 uso
em compdsitos piezelétricos. KAR-GUPTA e VENKATESH (2005, 2007) estudaram a influéncia da
distribuicdo de fibras nos compositos piezelétricos. Em seus estudos, consideraram tanto a fibra como
a matriz, como possuindo propriedades piezelétricas. Apresentaram um estudo analitico onde né&o é
possivel considerar a distribuicdo das fibras, e, andlises via MEF onde é possivel considerar tal
distribuicdo. BERGER et al. (2005, 2006), MORENO et al. (2009, 2010) e TRINDADE e BENJEDDOU
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(2010) avaliaram as propriedades efetivas para arranjos quadrados e hexagonais de compdsitos com
fibras unidirecionais cilindricas através de simulacdes numéricas.

Diversos autores utilizam mais de uma abordagem para efeitos de comparacdo, ou sugerem
procedimentos utilizando mais de um tipo de analise para a total caracterizagdo da estrutura/material
em estudo. Apesar de a literatura contemplar uma série de trabalhos sobre a determinacdo das
propriedades de compositos ativos, tem-se que raramente ha uma descricdo detalhada sobre a
formulacdo matemética envolvida e, principalmente, sobre a aplicagcdo adequada das condi¢cdes de
contorno. Dessa forma, o presente trabalho visa empregar uma abordagem numérica para determinar
as propriedades macro mecanica de compdésitos inteligentes, combinando o conceito de Volume
Elementar Representativo (VER) com o Método dos Elementos Finitos. Ao contrario da maioria dos
trabalhos da literatura, hA uma apresentacdo detalhada dos modelos em elementos finitos de uma
célula unitaria e da aplicacdo adequada de condicBes de contorno nestes modelos. Sendo assim,
inicialmente, apresenta-se a fundamentagéo teorica associada a abordagem numérica empregada.
Posteriormente, os modelos numéricos desenvolvidos sdo aplicados na determinacdo dos coeficientes
efetivos de materiais compésitos inteligentes transversalmente isotrépicos com fibras piezelétricas de
secdo circular. Destaca-se ainda, que uma das contribuicbes do presente trabalho é a aplicagdo do
Teorema das Médias para se obter de forma consistente os coeficientes efetivos do material
compésito inteligente. Finalmente, os resultados numéricos obtidos pela abordagem proposta séo,
entdo, comparados com resultados da literatura.

2 FUNDAMENTACAO TEORICA

No caso especifico de fibras de materiais piezelétricos embebidas em uma matriz polimérica
nao condutora (PFC — Piezoelectric Fiber Composite), dentre as abordagens empregadas, tém-se o
desenvolvimento de técnicas analiticas, que consistem em uma homogeneizacao das propriedades do
material, bem como de técnicas experimentais, onde se procura fazer a caracterizacdo dos materiais
constituintes e do compdésito final. Todavia, as técnicas utilizando andlise numérica, sobretudo o
Método dos Elementos Finitos tém sido muito exploradas. A analise via MEF divide-se em analises
micro mecanicas e em analises macro mecanicas. Nas analises micro mecéanicas, simula-se a fibra e
a matriz como uma célula unitaria com condi¢des de contorno apropriadas para torna-la representativa
para toda a camada constituida por PFC. Nas analises macro mecéanicas, com suporte de ensaios
experimentais do laminado final, utilizam-se propriedades médias nas regides com a presenca de
compésitos inteligentes. Assim, um material heterogéneo é analisado como um material homogéneo
anisotropico.

2.1 Piezeletricidade

As respostas elastica e dielétrica estdo acopladas em materiais piezelétricos.
Consequentemente, as variaveis mecanicas de tensdo e deformacgdo estdo relacionadas entre si,
assim como as variaveis elétricas de campo elétrico e “deslocamento elétrico”. O acoplamento entre
0s campos elétrico e mecanico € descrito por coeficientes. Deve-se destacar que para 0 presente
trabalho considera-se que materiais piezelétricos apresentam deformag¢des muito pequenas e
possuem resposta linear devido a mudangas no campo elétrico, deslocamento elétrico, ou nas tensdes
ou deformacdes mecénicas. Vale ressaltar que no caso especifico das camadas ativas de um
laminado, tem-se que a direcdo 3 estd orientada com as fibras piezelétricas. Entdo, a resposta
constitutiva em regime elastico é matematicamente escrita na forma de matriz como:

[l [l s
o3 S | 3
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onde {T} representa o tensor das tensdes, {S} tensor das deformacdes, {E} potencial elétrico, {D}
deslocamento elétrico, [C] tensor eléstico de quarta ordem, [e] tensor de acoplamento eletromecéanico
de terceira ordem e [¢/ tensor dielétrico de segunda ordem. O super indice t representa operacao de
transposi¢ao da matriz.

Para um sdlido piezelétrico transversalmente isotrépico, a matriz de rigidez, a piezelétrica e a
dielétrica possuem 11 coeficientes independentes, e aplicando condicbes de periodicidade
piezelétrica, consequentemente, a Eq. (1) pode ser escrita de forma expandida:

T.] [C, C, C, 0 0 0 0 0 e, |[Su
T,| |C, C, Co O 0 0 0 0 e, |[|Sy
T33 C13 C13 C33 0 0 0 0 0 €3 S33
T, 0O 0 0 Cs, O O O 0 0 ||S,
T,t=| 0 0 0 0 C, 0 0 e 0 35, )
T,/ |0 0 0 0 0 C, e 0 0[S,
D, 0 0 0 0 es —& O 0 ||-E
D, [0 0 0 0 e O 0 -g 0 ||-E
D,] & & €& 0 0 0 0 0 —&5]|-E;

2.2 Formulacédo do problema

Segundo PEREZ-FERNANDEZ et al. (2009) considera-se que o compdsito em estudo seja
periédico e que cada célula ocupe um dominio V de fronteira 0V suave e de volume |V|, e somado a
isto, que o mesmo seja formado pela repetibilidade de células unitarias. Entdo, este compdsito
heterogéneo é formado por N fases hipoteticamente acopladas de forma perfeita, ou seja, as
magnitudes sdo consideradas continuas através da superficie de contato entre as faces. Assim na
formulacdo para o caso estatico, com auséncia de forcas inerciais e livre de cargas, as relacdes
constitutivas eletro-elasticas podem ser expressas da seguinte forma:

& =¢&;(x0,E) D, =D, (x;0,E),
_G(x0.E) o - G(xo.E) 3)
ij 8(7 ' m aE .

ij m

Estas equacdes juntamente com as equacdes de equilibrio eletro-elasticas conduzem a:

Oij,j = 0, Dm,m =0, (4)

onde a virgula denota diferenciagdo espacial. 0 € D sdo chamadas auto equilibradas se satisfazem a
Eq. (4).

Na Eg. (3) assume-se que existe um potencial diferenciavel G(x; o, E) associado a Eg. (3),
sendo que G(x; o, E) corresponde a uma fung¢édo de densidade de energia. Dessa forma G(x; o, E) €
definido como uma Transformada de Legendre, consistindo em uma transformacdo matematica, que
ao ser aplicada a uma funcao diferenciavel em relacéo a suas variaveis independentes, fornece como
resultado uma nova equacao na qual as derivadas parciais associadas figuram como variaveis
independentes, e, portanto, tem-se:

a(x; o, E) =7, (X) a, (O', E), (5)
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onde a, séo as restricdes da fase a em relacéo as fases r = 1, N e y, € sua funcéo caracteristica. Além
disso, ¢ e E sao ditas compativeis se,

1,seijk éuma permutacio par de {1,2,3},
;= {1 seijk éuma permutacdo impar de {123}, (6)
0, outro caso.

Por conseguintes as equacdes de compatibilidade séo dadas por:
€im € Enm = 0, € Ei; =0. (7)

A Eq. (7) expressa que ¢ e E sdo conservativos, ou seja, irrotacional, permitindo sua
representacdo potencial ao garantir a existéncia de fungdes u e ¢, tais que:

1

&j :%(ui,j +uj,i )’ Em =Qn- (8)

Dada a periodicidade do composito descrito por PEREZ-FERNANDEZ et al. (2009), assim
todas as variaveis sdo 1-periodicas. Portanto, com esta consideracéo, a Eq. (4) dever ser entendida
como um sistema de equacges diferenciais parciais, ou seja,

<oij ,j> =0, (D) =0, (9)

sendo operador de média definido (F) = [FdV . As condi¢Ges de contorno,

IVI

onde n é o vetor unitario normal exterior a dV.
Para o caso de condi¢gBes de contorno uniformes,

(DO :_mem! t|O :Eijnj! do :anm’ (11)

sendo que a barra indica uma valor constante.

2.3 Teorema das médias

A homogeneizacdo de um compdsito se refere a encontrar a dependéncia funcional entre as
médias das varidveis do modelo que descreve o comportamento fisico do mesmo. Anteriormente ao
passo da homogeneizagdo, busca-se conhecer as médias em termos das rela¢des superficiais das
variaveis, ou seja, as condicdes de contorno aplicadas ao compdsito, independentemente das
restricbes constitutivas, segundo PEREZ-FERNANDEZ et al. (2009). Seja ¢ e E compativeis e tanto o
como D auto equilibradas,

(a) Para as condigdes de contorno gerais da Eq. (10) em 9V,

(&)= ] I(u n; +u’n, ), (E, MI(p n,ds, (12)

ov

onde no caso de condi¢des de contorno uniformes da Eq. (11) em oV tem-se:
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<gij>:gij’ <Em>:Em- (13)
(b) Para as condicdes de contorno gerais da Eq. (10) em oV,

t'x,ds, (D,) = jd X, dS, (14)

)=y I8 |

onde no caso de condi¢des de contorno uniformes da Eq. (11) em oV tem-se:
<6ij>=O'ij, <Dm>=Dm. (15)

Segundo (PEREZ-FERNANDEZ et al., 2009) considerando as magnitudes F e G, tais que, F; e
i€ com F;; = 0 e que existe y ¢ , tal que, G; = y;. Nota-se que G é irratocional, ou seja,
Gi € LAV) Fij=0 iste y ¢ HY(V), tal Gi=7. N Géi ional '

6i%Gi;=0. Logo, impondo as condicdes de contorno y|  =»° e Fn|, =¢° que, neste caso sdo

uniformes, tem-se ¢ .n e 7/ —GiXi. Evidentemente pode-se identificar € D com F, bem como,
¢ € E com G. Também, considerando o Teorema da Divergéncia e, em particular para o delta de

Kronecker, tem-se que 5ij :<§ > < > M Xin; dS . Portanto,
oV

(a) Seja G tal que G; = y; v=r'er =Gix, s&o uniformes, logo,

<Gi>=<7 [\/ Iyn dS—MI;/OnidS:éi, (16)

onde no caso de condi¢cBes de contorno uniformes, tem-se:

(G;) = jy ndS— Gjx;nds =Gi. (17)
Vs V&

(b) Seja Ftal que Fj;=0e com Fn, |9V =¢’e ¢° = .n sdo uniformes, logo,

(F) <FJ5”> <J,]> <(Fx) (FJJx,)>:<(iji)j>:ﬁé\[/anjxidS, (18)

onde no caso de condi¢des de contorno uniformes da Eq. (11) em oV tem-se:

j¢ de— Fin;xdS =Fi. (19)

F) =y fFm v )

2.4 Coeficientes efetivos em compadsitos inteligentes piezelétricos

As Eg. (13) e Eg. (15) sdo gerais no sentido de que s&o validas independentemente da forma
geométrica das interfaces que limitam as fases dos componentes do meio heterogéneo. Além disso,
as propriedades efetivas de um material composito inteligente podem ser denotadas pelo tensor
constitutivo tomando como base a relacéo constitutiva dada por valores médios:
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T S
{< H[Ct] ; | { ( >} o0
)] el -[elll-(E)

Supondo que o Volume Elementar Representativo (VER) esteja submetido a condi¢cbes de

contorno homogéneas dadas pela Eq. (10). Alternativamente, determinam-se as propriedades efetivas
a partir das Eqg. (13) e Eq. (15), e, entdo, tem-se que:

(S) _[[C] [e]ﬂ Yo
=\ 1 . (21)

(B)] L] -lll |-(D)

Estas relac6es sao obtidas supondo que o VER esteja submetido a condicées homogéneas.
Portanto, para obter as propriedades efetivas dos meios heterogéneos, se necessita efetuar o
processo de média especificado pelas Eq. (13) e Eq. (15). Portanto, calcula-se as matrizes de rigidez,
acoplamento e dielétrica usando as Eq. (20) ou Eq. (21) segundo cada caso. Este processo,
aparentemente simples, para que seja rigorosamente operado, necessita de solugbes exatas para os
campos de tenséo (Tj(xs)), deformagdes (Sij(xc)), campo elétrico (Di(xc)) e deformagdes elétricas (Ei(xy))
nos meios heterogéneos, no qual somente é possivel para uma classe muito restrita de problemas.

Com isso as propriedades efetivas do compdsito ativo (dada pelo subscrito eff) podem ser
definidas pelos campos médios da mesma forma que na Eg. (1), sendo que na forma compacta de
matriz é dada por:

ol e L

Assumindo que a média das propriedades mecanicas e elétricas de uma célula unitaria é igual
a meédia das propriedades de um compdsito particular, como demonstrado anteriormente. As médias
dos campos de tensdo, deformacao, campo elétrico e deslocamento elétrico no VER séo definidas
por:

Ti =ijTideV, S =ijsi?dv,
Mid ! -
Di=t Ei=t [Efav
Di = — DiOdV, Ei =T Ei )
! vl

onde V é o volume da célula unitaria e a barra denota valores médios. Ao empregar o Método dos
Elementos Finitos, a média dos valores pode ser calculada por:

_ nel _ nel
Ty=23TOVe, Sy =23 sV,
V3 Vi3
N 1n€| (ny/ (n) = 1nEI (n)y 7 (n) (24)
Di==—) D"V Ei==) E"V™,
v 2P v 2

onde V é o volume de uma célula unitaria, nel € o nimero de elementos modelados na célula unitaria,
V™ & o volume do enésimo-elemento e, finalmente, T, S®, D® e E™ sdo0 os campos determinados
para o enésimo-elemento.
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2.5 Volume Elementar Representativo (VER)

Como verificado anteriormente, uma das abordagens numéricas para a determinacdo das
propriedades efetivas de PFCs consiste no emprego de um Volume Elementar Representativo
modelado por elementos finitos. Este modelo computacional é utilizado para determinar um meio
homogéneo equivalente ao compoésito original. Sendo que diversos outros arranjos de fibras podem
ser utilizados, conforme discutido por KAR-GUPTA e VENKATESH (2007). A Figura 1(a) ilustra uma
célula unitaria, que com a imposicdo de condicBes de simetria adequadas, pode representar o
comportamento do compésito inteligente como um todo, assumindo-se que 0 mesmo tenha
comprimento infinito (ou muito maior que o diametro da fibra) nas trés diregdes de ortotropia.

Esta hipotese impde, portanto, que o material tenha as mesmas propriedades nas duas
direcdes perpendiculares ao comprimento da fibra, ou seja, que haja isotropia transversal. Utilizando-
se 0 Método dos Elementos Finitos, pode-se fazer a analise apenas da célula unitaria, discretizada em
guantidade apropriada de elementos. Assim, aplicando-se as propriedades de cada material
individualmente, obtém-se as propriedades efetivas do compdsito. Desta maneira, os parametros da
matriz constitutiva sdo obtidos através de combina¢gBes de carregamentos e condi¢cdes de contorno
apropriadas, podendo-se estimar inclusive os valores dos termos de acoplamento elétrico-mecanico.

Z+

MFibre
[ IMatrix (b)

ol (a)

Figura 1 — (a)Volume Elementar Representativo (VER) utilizado neste trabalho para arranjo quadratico.

A Figura 1(b) apresenta a designagdo dada as superficies do VER. De acordo com sua
localizagdo, as superficies do VER sé&o designadas como X+, X-, Y+, Y-, Z+ e Z-. Vale lembrar que em
todas as analises, para material piezelétrico, a fibra é considerada continua e orientada ao longo do
eixo-z (eixo 3).

Adotando-se a hipétese de que a célula unitaria deforma de maneira repetida e idéntica aos
seus vizinhos, em um VER, tem-se que as condi¢cdes de periodicidade decorrem das exigéncias de
compatibilidade com relagdo as bordas opostas. Considerando dois pontos opostos, A e B, e outro
conjunto de pontos opostos, C e D, seus deslocamentos u;, respeitando a periodicidade do VER,
podem ser escritos em termos da tenséo média da célula unitaria (S;), ou seja:

uf =uf +S; (XJA — xJB) (25)

u =uP +5;(x¢ —x°) (26)

As mesmas relacdes também sdo validas para os graus de liberdade elétricos. Subtraindo as
duas equagdes e considerando que a media de S;; € a mesma nas referidas equagdes, tem-se que e
— x?) é igual (x° — xP). Portanto, a equacdo com estas restricbes pode ser reescrita respectivamente
para os graus de liberdade de deslocamento e potencial elétrico da seguinte forma:

—u® =u? —uP @7)
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yh=yC =yt =", (28)

onde ¢ é o potencial elétrico correspondente ao n6 indicado pelo indice sobrescrito.

As Eq. (27) e Eq. (28) representam uma condi¢ao de paralelismo entre os lados AC e BD. Esta
condicdo deve ser aplicada para cada par de n6s em lados opostos da célula unitaria (em sentido
vertical e horizontal) e deve ser repetida ao longo da profundidade da célula. Na andlise apresentada,
nao é necessario especificar essas condicbes para todos 0s casos, porque em alguns casos, 0
deslocamento e as condi¢des de contorno elétricas ja asseguram essa restricdo de paralelismo. E
aconselhavel evitar a aplicacdo dessa condicdo, porque h4 um grande numero de equacdes que
devem ser introduzidas. Dessa forma, procedimentos automaticos para localizar nés opostos e aplicar
as restricbes necessarias devem ser utilizados. No presente trabalho, optou-se pelo desenvolvimento
de sub-rotinas em Python visando a automacao desses procedimentos. Sendo que tais sub-rotinas
foram empregadas, principalmente, nos casos envolvendo carregamentos de cisalhamento.

2.6 Modelos em Elementos Finitos do VER

No presente trabalho, a metodologia empregada para a determinacdo dos onze coeficientes
efetivos de materiais compdésitos inteligentes (mais especificamente de PFCs) esta baseada numa
abordagem numérica que consiste no emprego de modelos do VER solucionados via MEF.

2.6.1 Configuragdes do VER Modelos de Célula Unitaria

Diferentes configuracdes de células unitarias devem ser utlizadas de acordo com as
condi¢Bes de carregamento. Devido ao elevado grau de simetria do arranjo quadratico, mostrado na
Figura 2(a), o mesmo foi utilizado para todos os casos de carregamento. Entretanto, o modelo
hexagonal, mostrado na Figura 2(b), foi empregado nos casos em gue o0 deslocamento ou o potencial
elétrico foi fixado diferente de zero em apenas uma superficie. Quando estdo envolvidos
carregamentos de cisalhamento, o VER deve ser estendido para obter a completa simetria entre os
lados opostos das superficies envolvidas (correspondéncia entre nés opostos), a fim de aplicar
corretamente as restricdes dadas pelas Eq. (27) e Eq. (28). Considerando o carreamento de
cisalhamento no plano X-Y (plano 1-2), o modelo que foi utilizado, estd demonstrado na Figura 2(c) e
de cisalhamento no plano Y-Z (plano 2-3), o modelo que foi utilizado, esta apresentado na Figura 2(d).

(a) Quadratica (b) Hexagonal (c) Hexagonal Cisalhamento 1-2 d) Hexagonal Cisalhamento 2-3

Figura 2 — (a)Volume Elementar Representativo (VER) utilizado neste trabalho para arranjo quadratico.

2.6.2 Propriedades dos materiais

As propriedades elastica, piezelétrica e dielétrica sdo dadas em %10 Pa, C/m? nF/m,
respectivamente. No presente trabalho, utilizou-se a fibra piezelétrica PZT-5A envolvida em uma
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matriz ndo piezelétrica de resina epOxi (matriz polimérica). As propriedades da resina epoxi e do PZT-
5A foram obtidas de BERGER et al. (2005) e sdo apresentadas na Tabela 1.

Tabela 1 — Propriedades dos materiais: matriz (resina epoxi) e fibra (PZT-5A)

Cu Cp Cis Cas Cus Ces €13 €15 €33 €11 €33
x 10" Pa C/m’ x 10° F/m
Fibra 12,1 7,54 7,52 11,1 2,11 2,28 -5,4 12,3 15,8 8,11 7,35
Matriz 0,386 0,257 0,257 0,386 0,064 0,064 - - - 0,0797 0,0797

2.6.3 Aplicacéo das Condic8es de Contorno

Existe uma gama de combinacdes para determinagéo dos coeficientes efetivos. As condi¢cbes
de contorno prescritas simplificardo o conjunto de equacgdes apresentado na Eq. (2) e, entdo, tornar-
se-a possivel determinar as propriedades do compdsito inteligente. Como sera constatado, tem-se que
seis analises s@o necessarias para se obter os onze coeficientes efetivos. Vale ressaltar que os
resultados mais confidveis produzem uma dada simetria de resposta da célula analisada. Sendo que
os resultados mais precisos sdo obtidos quando o carregamento é aplicado na direcdo da fibra.
Portanto, a primeira anélise envolve a determinagéo de coeficientes que podem ser obtidos através da

aplicagcéo de deslocamentos ou gradiente de potencial elétrico na dire¢do Z (diregéo 3).

Para a determinagéo dos coeficientes C;i e C:i , os deslocamentos normais foram fixados

zero nas superficies X+, X-, Y+, Y- e Z-. Entdo, aplicou-se um deslocamento positivo na direcdo de Z,
ou seja, prescrito na superficie Z+. O potencial elétrico foi fixado em zero em todas as superficies do
modelo. Estas condi¢cdes de contorno asseguram a compatibilidade da célula unitaria. A condicdo de

potencial elétrico prescrito como zero assegura que {E}: {O} e as restricbes de deslocamento nulo

asseguram que S11=S2 =51, =523 =53 =0. Assim, apenas Sz; € diferente de zero, portanto a
primeira e a terceira linha da Eqg. (2) séo utilizadas para obter Cf;f e C;;f .

Cll = T11/Sas, (29)

C;;f =Tas /§33. (30)

Para a determinagdo dos coeficientes ey , e e &5 , deslocamentos sdo fixados zero em

todas as faces do modelo. O potencial elétrico € prescrito zero na superficie Z- e aplicado um valor
arbitrario na superficie Z+. Estas condicbes de contorno asseguram a compatibilidade da célula
unitaria. Portanto, a condicdo prescrita de deslocamento zero em todas as superficies assegura que
{S}: {O} e a aplicacdo da diferenga potencial elétrico nas superficies Z+ e Z- assegura um gradiente

apenas na direcdo Z. Consequentemente, da primeira, terceira e Ultima linhas da Eqg. (2),

respectivamente os valores dos coeficientes €5 , €55 e 51 podem ser obtidos:

ef;f =f11/E3, (31)
e;g = —fss /Es, (32)
e = Ds/Es. (33)
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Para a determinagéo dos coeficientes C; e C;J , deslocamentos normais as superficies X-,
Y+, Y-, Z+ e Z-, sdo fixados como zero alguns valores de tensdo média

(S22 =S12 =S23=S31=S33=0), entdo, deslocamentos positivos sdo prescritos na superficie X+ na
direcdo do eixo X. O potencial elétrico é fixado zero em todas as superficies do modelo, assim

{E}: {O} Portanto, da primeira e segunda linha da Eq. (2) obtém-se os seguintes coeficientes:

Cl = Tu/Su, (34)
Cl = T2 /Su. (35)

Para a determinagéo do coeficiente &7 , deslocamentos normais s&o fixados zero em todas

as superficies do modelo. O potencial elétrico é fixado zero na superficie X-, e, € prescrito um
potencial elétrico na superficie X+. Esta condicdo assegura a compatibilidade da célula unitaria. Os

deslocamentos fixos iguais a zero asseguram que {S}: {O} e a aplicacdo de potencial elétrico
assegura apenas gradiente na direcao X. Portanto, da sétima linha da Eq. (2) tem-se:

e =D1/Eu. (36)

Para a determinag&o do coeficiente CSi , deslocamentos normais na diregdo Z s&o fixados

zero em todos os n6s do modelo. Todos os nés de uma linha no centro, perpendicular ao plano X-Y,
tém seus deslocamentos em X e Y fixados zero. Duas linhas opostas ao longo da borda da célula tém
seu sistema de coordenadas modificado para coordenadas cilindricas, e, tém também, seus
deslocamentos angulares restringidos a fim de evitar a rotagdo e gerar movimento de corpo rigido.
Estes nds estdo no plano X-Y e fazem um angulo de 45° com o eixo de coordenadas. O potencial
elétrico é prescrito zero em todas as superficies do modelo. Forgas de cisalhamento de mesmo
mobdulo e orientacdes opostas sdo aplicadas nas superficies Y+ e Y- com a direcdo X, e, nas
superficies X+ e X- com direcao Y, produzindo um estado de cisalhamento puro no plano X-Y. Somado
a estas condi¢cbes, sdo aplicadas as condi¢cdes de paralelismo, deduzidas das Eq. (27) e Eq. (28),
entre os pares de nos das superficies X+ e X-, e entre as superficies Y+ e Y-. Estas condi¢cdes do
contorno garantem a compatibilidade da célula unitéaria. Assim, gerando um estado de cisalhamento

puro no plano X-Y, somente a componente S1, de {S} é diferente de zero. As condi¢des de potencial

elétrico sdo fixadas em zero em todas as superficies e produzem {E}= {0}. Portanto, da quarta linha
da Eg. (2) tem-se:

ng = flz /§12. (37)

Para a determinagdo dos coeficientes eff e C: , deslocamentos normais na diregdo X s&o

fixados zero em todos os nds da célula unitaria. Todos os no6s de uma linha no centro da célula
perpendicular ao plano Y-Z tém seus nos restringidos, quando os deslocamentos normais nas dire¢cdes
Y e Z séo fixos em zero. Duas linhas opostas ao longo das bordas da célula nas superficies Z+ e Z-
sdo restringidas na direcdo Y para garantir que ndo haverd rotagcbes e o modelo ndo produza
movimento de corpo rigido. Forcas de cisalhamento sédo aplicadas nas superficies Y+ e Y- com direcédo
Z, com mesmo moddulo, contudo com orientacdes opostas, e nas superficies Z+ e Z- com direcdo Y,
produzindo um estado de cisalhamento puro Y-Z. Também, as condi¢des de paralelismo deduzidas da
Eq. (27) e Eq. (28), devem ser aplicadas entre o par de superficies Z+ e Z-, e entre as superficies Y+ e
Y-. Estas condi¢Bes de contorno asseguram a compatibilidade da célula unitaria. O coeficiente efetivo

gff foi obtido da Eg. (36). Consequentemente, os valores dos coeficientes ef;f e ij{ podem ser
obtidos da quinta e oitava linha da Eq. (2), assim:
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er :(—Ez-é‘ff +52)/§23, (38)

Co = (1_-23 +Eo e )/523. (39)

3 RESULTADOS E DISCUSSOES

De acordo com a metodologia empregada, alguns resultados das analises via MEF sao
apresentados na Figura 3. Os resultados dessas analises sdo utilizados para a determinacéo das
propriedades envolvidas no calculo dos coeficientes efetivos, considerando arranjos quadraticos e
fibras de secao circular. A Figura 3(a) mostra o resultado da primeira analise para a tensédo Ty, a
Figura 3(b) evidencia o resultado da quarta andlise para a variavel E;, e, a Figura 3(c) apresenta o
resultado da quarta analise para a variavel D;.

EPG, EPGL
Cavg: 75%)
-5.219

(a) Primeira Analise T (b) Quarta Analise E1 (c) Quarta Analise D1

Figura 3 — (a)Volume Elementar Representativo (VER) utilizado neste trabalho para arranjo quadratico.

Como comentado anteriormente, todos os 11 coeficientes efetivos podem ser calculados com
0 auxilio do MEF para uma fracdo volumétrica de fibra desejada. Da Eq. (2) e com base nos
resultados via MEF da célula unitaria (VER), calculou-se a média dos valores de cada variavel. Ap6s
isto, entdo, com o auxilio da Eg. (29) até a Eq.(39), podem-se obter os coeficientes efetivos. As
colunas (3) e (4) sumarizam os coeficientes obtidos pelo presente trabalho. Sendo que a coluna (3)
refere-se ao arranjo quadrético e a coluna (4) ao arranjo hexagonal para fibras de geometria circular.
Além disso, os resultados obtidos neste trabalho foram comparados com resultados analiticos e
numeéricos apresentados pela literatura. Assim, a coluna designada como (1), refere-se ao resultado
obtido por BERGER et al. (2005), estimado dos graficos presentes neste artigo. A coluna designada
por (2), refere-se a resultados numéricos obtidos por MORENO et al. (2009).

A diferenca percentual absoluta entre os resultados (4) é apresentada nas trés ultimas colunas
da Tabela 2. 4, é calculado com base nos resultados analiticos e numéricos apresentados por
BERGER et al. (2005) e MORENO et al. (2009), respectivamente. 4, € calculado com base nos
resultados analiticos e o presente trabalho para arranjo quadréatico de célula unitéria, respectivamente.
A3 € a diferenca entre o resultado analitico e o presente trabalho para arranjo hexagonal da célula
unitaria, respectivamente. Vale ressaltar que no trabalho publicado por BERGER et al. (2005) ha
também resultados numéricos utilizando células unitarias modeladas via MEF e o Teorema das
Médias. Todavia, os resultados foram obtidos através do programa ANSYS com auxilio de sub-rotinas
Fortran para a aplicacdo automatica das condi¢des de contorno, ao passo que no presente trabalho,
os resultados foram obtidos através do programa Abaqus com auxilio de sub-rotinas Python para a
aplicacdo automética das condi¢cdes de contorno. Além disso, o tipo de elemento utilizado por
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BERGER et al. (2005) foi um elemento com integragéo linear, ao passo que no presente trabalho,
utilizou-se um elemento com integracdo quadratica, o que permitiu determinar resultados mais
precisos. Por fim, algumas condi¢des de contorno empregadas por BERGER et al. (2005), ndo foram
aplicadas a fim de evitar problemas de excesso de restricdes (over-constraints).

Tabela 2 — Comparacéao dos resultados: analitico x numérico

Coef. Unidade (1) (2) 3) (4) A [%] A; [%0] A; [%0]
Cff 0,950 1,088 1,086 1,036 14,526 14,316 9,053
Cf;f 0,560 0,465 0,467 0,495 16,964 16,607 11,607
Cf;f 10 0,600 0,604 0,604 0,624 0,667 0,667 4,00
c X107 Pa 3,500 3,525 3,513 3,692 0,714 0,371 5,486
c 0,220 0,215 0,197 0,191 2,273 10,455 13,182
c 0,200 0,154 0,154 0,184 23,00 23,00 8,00
ef;' -0,260 -0,258 -0,258 -0,263 0,769 0,769 1,154
et C/m? 0,020 0,024 0,019 0,020 20,00 5,00 0,00
el 11,00 10,864 10,864 11,011 1,236 1,236 0,10
e 0 0,280 0,284 0,287 0,301 1,429 2,500 7,50
ggf; x 107 F/m 4,200 4,270 4,270 4,322 1,667 1,667 2,905
A; =|(1)-(2))/(1): Berger et al. (2005) x Moreno et al. (2009 e 2010)
A, =|(2)-(3))/(1): Berger et al. (2005) x Presente trabalho para célula quadratica
Az = |(1)-(4)]/(1): Berger et al. (2005) x Presente trabalho para célula hexagonal
Tabela 3 — Resultados com base nas Rela¢des Universais (BENVENISTE; DVORAK, 1992)
(Cf{’;—Cf;f)_kaf_kam cH _cfIf —¢mm e _cfjf —cmjm K K"
T el o cH _¢c'nf —c™p” el —c'g' —c"g" [f—qm
1,30766 1,30671 1,30740 1,30772

e;flf_cfjf_cmjm e;gf _Cfgf_cmgm quf_'_cmqm_g;;f jf—jm
Cle;f _Cflf_cmlm C;;f _Cfnf_cmnm egfsf _Cfgf_cmgm If_lm
-7,43492E-11 -7,43100E-11 -7,41210E-11 -7,43494E-11
onde: CM =k+C&, CI =1, C =n, el =j, el =g, el =h, & =t, &f =q,

¢ = fracao volumétrica,

subscrito “eff’ representa os coeficientes homogeneizados,
subscrito “f” representa os coeficientes da fibra,

subscrito “m” representa os coeficientes da matriz.

Como demonstrado na Tab. 2 os coeficientes que tem a maior diferenca entre os
procedimentos analiticos e os resultados obtidos neste trabalho foram C:, C, C& e el . Estes

coeficientes. Estes coeficientes sdo influenciados principalmente pelo comportamento no plano do
composto. Estes valores diferem dos coeficientes de células hexagonais, devido a carga na célula
quadratica foi aplicada em toda a resina epoxi, enquanto na célula hexagonal, o carregamento foi
aplicado sobre a resina epoxi e na fibra, e por fim, assumiu-se isotropia transversal que ndo é
exatamente cumprida nas dire¢cdes para arranjos quadraticos. Em um arranjo hexagonal de fibra, a
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isotropia transversal é realmente cumprida, resultando em valores aproximados dos valores
encontrados analiticamente. Os outros coeficientes calculados pela metodologia numérica, quadrados
e célula unitaria hexagonal, mostrou uma boa concordancia com os coeficientes obtidos pelo método
de homogeneizacédo assintética (resultados analiticos).

Apés a aplicacado da metodologia, pode-se verificar que os coeficientes efetivos satisfazem as
Relagbes Universais propostas por BENVENISTE e DVORAK (1992), sendo que estas relagdes
correspondem a cristais tetragonais da classe 4mm e, considerando compdsitos piezelétrico
transversalmente isotropico. Assim, a Tab. 3 apresenta valores calculados com base nessas Rela¢cfes
Universais, sendo que a maxima diferenca relativa encontrada entre os valores é de 0,3%,
evidenciando, assim, a potencialidade da abordagem numérica proposta.

4 CONCLUSAO

Inicialmente, apresentou-se a fundamentagcdo tedrica de uma abordagem numeérica via
modelos de elementos finitos de célula unitaria (VER), que foi empregada para prever as propriedades
efetivas de materiais compdsitos inteligentes, mais especificamente, PFCs. Conclui-se assim, que a
referida abordagem, trata-se de uma aplicagédo pratica do Teorema das Médias. Sendo que a mesma
foi empregada para dois tipos de arranjo de célula: quadratico e hexagonal. Aplicando de forma
adequada as condi¢des de contorno aos modelos solucionados via MEF, p6de-se obter os resultados
médios das respectivas andlises. Com base nesses resultados numéricos médios, calculou-se os
coeficientes efetivos para fibra piezelétrica (PZT5A) com geometria circular envolvida em uma matriz
nao piezelétrica (epdxi) para uma dada fracdo volumétrica. Portanto, a metodologia apresentada é
uma alternativa para se determinar coeficientes efetivos de materiais compésitos inteligentes. As sub-
rotinas em Python, que foram desenvolvidas para automatizar o processo de inser¢cdo das condigdes
de contorno, evitam um trabalho demasiadamente grande, bem como, possiveis erros humanos neste
tipo de tarefa.

Ademais, a metodologia foi avaliada ao se comparar os resultados obtidos da mesma com
resultados presentes na literatura. Em geral, verificou-se que os resultados numéricos apresentados
neste trabalho sdo muito semelhantes aos resultados relatados por Berger et al. (2005) e Moreno et al.
(2009 e 2010) para arranjo quadratico e hexagonal com fibra de geometria circular. Portanto, a
abordagem numérica proposta para determinar os coeficientes efetivos para PFCs é relativamente
eficiente. Todavia, os resultados podem ser ainda melhorados em funcdo de um estudo mais
aprofundado da imposicao das condi¢Bes de contorno.
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