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INTRODUQAO A TECNICA DE CAMADA-LIMITE
Fabio Carlos da Rocha'

Resumo

Muitos estudos na &rea de materiais compositos sdo baseados no Método de Homogeneizacdo Assintética
(MHA), o qual consiste na substituicdo do meio originalmente heterogéneo por outro meio homogéneo com
propriedades efetivas (ou globais). Embora a formulacgéo classica do MHA fornec¢a bons resultados no interior de
solidos compdsitos, ela ndo pode ser aplicada na proximidade do contorno destes sélidos. A transmissdo do
carregamento aplicado no contorno para o interior do compdsito ocorre por uma redistribuicdo das tens@es entre
0s componentes constitutivos (inclusdes e matriz). Esta redistribuicdo envolve singularidades fortes no campo de
tensdo local, as quais podem resultar em falhas microscopicas da estrutura composta. Tendo em vista este tipo de
aplicacdo envolvendo mudangas bruscas das variaveis dependentes, tais como o campo de tensdo, apresenta-se
aqui um procedimento de construcdo de solucdo assintética para um problema modelo utilizando corretores
obtidos da teoria de camada limite.

Palavras-chave: Método de homogeneizacéo assintdtica. Camada limite.

INTRODUCTION TO THE BOUNDARY-LAYER TECHNIQUE

Abstract

Many studies in the theory of composite materials are based on the Asymptotic Homogenization Method (AHM),
which consists of considering the original heterogeneous medium as a homogeneous medium with effective (or
global) properties. Although the classical AHM formulation yields good results in the interior of composite solids,
it cannot be applied near the boundary of these solids. The transmission of boundary loads to the interior of the
composite occurs by a redistribution of stresses between the constituent components (inclusions and matrix). This
redistribution involves strong singularities in the local stress field, which may result in microscopic failures of the
composite structure. In view of this kind of application involving abrupt changes of dependent variables, such as
the stress field, a procedure to construct an asymptotic solution for a model problem by using correctors obtained
from the boundary layer theory is presented here.

Keywords: Asymptotic homogenization theory. Boundary layer.

1 INTRODUCAO

Inicia-se a apresentacao deste trabalho com uma contextualizagao da teoria da Camada Limite
na histéria, mostrando o surgimento e a importancia que esta teoria proporcionou no avango da
ciéncia.

O surgimento da teoria da camada limite ocorreu durante o terceiro congresso internacional de
matematica realizado, em 1904, na cidade alema de Heidelberg. Neste evento estava presente Ludwig
Prandtl, de 29 anos, professor da Technische Hochschule em Hanover. Prandtl realizou sua
apresentagao em apenas 10 minutos, mas foi o tempo suficiente para descrever o conceito de camada
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38 Introducéo a técnica de camada-limite

limite do fluxo de fluido sobre uma superficie. O artigo correspondente a apresentagcido contém apenas
oito paginas e foi publicado nos anais do congresso com o titulo Uber Flussigkeitsbewegung Bei Sehr
Kleiner Reibung (O Movimento de Fluidos com Muito Pouco Atrito). Em 2005, na celebracdo do Ano
Mundial da Fisica que homenageou Albert Einstein, e seu famoso artigo de 1905, foi também
celebrado o centenario do artigo de Prandtl. Este evento serviu para lembrar a importancia das idéias
de Prandtl no mundo moderno da aerodinamica e dindmica dos fluidos (ANDERSON, 2005).

Até a realizacdo do congresso, os pesquisadores que utilizavam as equacdes de Navier-
Stokes para modelar um fluido em movimento ndo conseguiam calcular satisfatoriamente forgas
cisalhantes de atrito entre o fluido e superficies imersas no mesmo. Essa dificuldade acentuou-se no
inicio do século XX, com a invencgao do avido e com a necessidade subsequiente de calcular as forgas
de levantamento e de arraste em aeronaves.

Em seu artigo, Prandtl assumiu escoamento inviscido em regides longe da superficie e
considerou a existéncia de uma camada com pequena espessura na proximidade da superficie,
chamada de Camada Limite, onde a viscosidade do fluido ndo pode ser desprezada.

Um dos resultados de Prandtl foi a ocorréncia da mudanga brusca de velocidade sobre uma
curta distancia normal a superficie de um corpo imerso em um fluido em movimento. No caso de
fluidos Newtonianos, a tensao cisalhante € proporcional ao gradiente de velocidade, o que resulta em
uma grande variacao da tenséo cisalhante dentro da camada limite. Assim, o atrito da for¢a de arraste
no corpo nao pode ser desprezado, contrariando o que alguns pesquisadores do século XIX
acreditavam.

Apesar da importancia do trabalho de Prandtl, este ndo teve disseminagdo proporcional a
grandiosidade do feito que seu conceito proporcionou a dindmica dos fluidos. Acredita-se que diversos
fatores contribuiram para isto; dentre eles, a dificuldade de divulgacao de informagao na época quando
comparado com os dias atuais. Em 1908 um estudante de Prandtl, Heinrich Blasius, deu continuidade
a divulgagao da teoria de camada limite publicando, no respeitado jornal Zeitschrift Fur Mathematik
Und Physik, o trabalho intitulado “Camada limite em fluidos com pouco atrito”. Neste trabalho, Blasius
considera o escoamento bidimensional do fluido sobre uma placa plana, ou, um cilindro circular e
analisa o comportamento do fluido na regido da camada limite (TANI, 1997).

Blasius resolveu as equagdes de camada limite em ambos os casos. Para o problema de placa
plana, ele obteve resultados mais precisos para o atrito de arraste do que os resultados obtidos por
Prandtl em seu artigo de 1904. Para o cilindro circular, a sua solugédo forneceu o ponto de separagéo
da camada limite a superficie do sélido. As equagdes de camada limite, embora mais simples do que
as equacbes de movimento de Navier-Stokes, ainda contém equacbes diferenciais acopladas.
Contudo, para certos tipos de gradiente de presséao, estas equagdes reduzem-se a uma Unica equagao
diferencial ordinaria. Esta simplificagdo acontece, por exemplo, para uma pressao constante ao longo
da placa plana orientada paralelamente ao fluxo, isto é, para um angulo zero “de ataque”. Na verdade,
a equacao utilizada em placas planas com angulo “de ataque” zero € conhecida hoje como equacgdes
de Blasius (TANI, 1997).

Apesar da importancia do trabalho de Blasius e da publicacdo de diversos artigos que se
seguiram sobre a teoria de camada limite pelo grupo de pesquisa de Prandtl, a comunidade
aerodindmica deu pouca importancia a esta teoria, especialmente os especialistas fora da Alemanha.
Finalmente, em 1921, Theodore Von Karmam, um ex-aluno de Prandtl e professor da Universidade de
Aachen, Alemanha, obteve uma equacao integral do momentum para a equagao de camada limite.
Devido a grande aplicabilidade desta equacao integral em um grande numero de problemas praticos
da Engenharia, a teoria da camada limite finalmente comecgou a receber a aceitagdo da comunidade
técnica (ANDERSON, 2005).
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Ap6s meados de 1920, trabalhos que objetivavam avancar, ampliar e aplicar a teoria de
camada limite tiveram um aumento exponencial, comprovado pelo grande no niumero de especialistas
em dindmica dos fluidos e aerodinamicos que desenvolveram suas carreiras no estudo da teoria da
camada limite (ANDERSON, 1998). A primeira aplicacao industrial ocorreu no final da década de 20,
quando os projetistas comegaram a utilizar os resultados da teoria para prever a for¢ca de arraste e a
forca de sustentacdo na superficie dos dirigiveis e avides. Até entdo, os valores destas grandezas
fisicas eram obtidas de experimentos realizados em tuneis de vento, os quais eram utilizados para o
calculo da forca de sustentagao. No entanto, as aquisicoes dos dados experimentais para o calculo da
forca de atrito eram de dificil obtencdo. Além disso, os experimentos em tunel de vento eram
notoriamente imprecisos e os projetistas estavam relutantes na aceitagcdo dos resultados da teoria.
Mas, desde o final dos anos de 1920, os valores da forga de atrito obtidos através da teoria da camada
limite, sendo estes mais precisos, tornaram-se mais valorizados, 0 que proporcionou a esta teoria ser
uma ferramenta padrao para os projetistas de avido.

Apesar da teoria da camada limite ter sido aplicada inicialmente na aerodinamica e,
posteriormente, na dindmica dos fluidos, estas n&do foram as Unicas areas a receberem a sua
contribuicdo. Prandtl, pioneiramente, iniciou o tratamento de expansdes assintdticas para solugdes de
equacbes diferenciais que possuem parametros pequenos, antecipando em meio século as idéias
basicas da teoria de perturbagdes singulares, a qual tem atualmente um profundo impacto na
Engenharia e Matematica.

No estudo dos materiais compdésitos, os quais sao materiais heterogéneos constituidos por
dois ou mais materiais homogéneos, tem-se a necessidade de conhecer suas caracteristicas e
determinar suas propriedades efetivas (ou globais). Evidentemente, materiais compésitos providos de
microestruturas complexas ou aleatdrias nao sao simples de modelar. O Método de Homogeneizagao
Assintética (MHA) (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989); (BENSOUSSAN et al., 1978) e (SANCHEZ-
PALENCIA, 1980) fornece um modelo simples do comportamento de material compésito provido de
estrutura periddica em seu interior. O método consiste em utilizar uma expanséao assintética da solugao
do problema associado ao meio heterogéneo para obter um problema com coeficientes efetivos
constantes, chamado de problema de homogeneizagado, que esta associado a um meio homogéneo
equivalente.

Embora a homogeneizagédo assintética conduza a problemas mais simples, a construgdo de
solugbes na vizinhanga do contorno do sdlido, originalmente composto, permanece além da
capacidade da homogeneizagdo classica, (KALAMKAROV, 1992), (GUZ’; KOKHANENKO, 1995),
(ADRIANOQV et al., 2010) e (DUMONTET, 1986).

No trabalho de (SANCHEZ-PALENCIA, 1986) foram apresentados resultados, por meio do
MHA, de problemas da mecanica dos meios compdsitos. Dentre os resultados, tem-se o problema de
camada limite que esta presente em regides onde a microestrutura é quase periddica, ou seja, regides
em que a solugdo em expansao assintética é quase periddica na variavel microscépica, tendo assim, a
necessidade de expressdes adicionais a expansdo assintética para que na regido préximo as
condi¢des de contorno a solugado as obedecam.

Em (PETIT, 1969) foram realizadas investigagbes de materiais compdsitos laminados
submetidos a carregamentos de tracdo e o autor mostra a ocorréncia de anomalias na borda das
laminas. O efeito de borda livre é explicado por (PETIT, 1969), o qual partiu dos pressupostos basicos
da teoria de placas laminadas em que as deformagbes sdo constantes, ou, sdo funcoes lineares da
distancia a partir da superficie média do laminado. Este pressuposto faz parte da hipétese de Kirchhoff,
0 qual assume a compatibilidade entre as deformagbes das Iaminas. Como resultado desta hipétese,
as laminas submetidas a tensédo axial desenvolvem tensdes de cisalhamento nas interfaces entre as
mesmas. Estas tensdes alternam em sinal de uma lamina orientada em +6 para uma lamina orientada
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em —0. Assim, a tensdo cisalhante resultante nas interfaces das laminas anula-se. No entanto, nas
extremidades do laminado a tensao cisalhante resultante € ndao nula para quaisquer condicbes de
contorno; ou seja, caso as condicbes impostas nas extremidades do laminado sejam de tensao
cisalhante resultante nula, estd ndo sera obedecida. Assim, hd uma regido préxima as extremidades
do laminado, denominada aqui de camada limite, em que as hipoéteses de Kirchhoff ndo sao validas.

Para contornar este problema (TANG,1975) e (TANG; LEVY, 1975) usam uma expansao em
serie para obter a solucdo do campo de tensado, fazendo com que esta expansao satisfaga as
condicdbes de contorno na camada limite. Esta expansdo fornece resultados que satisfazem as
equacoes de equilibrio e as condigdes de contorno, assim como as condi¢des de continuidade de
deslocamento e de tensao normal interlaminar.

A teoria de camada limite juntamente com o Método de Homogeneizacdo Assintdtica séo
aplicados por (KALAMKAROQV, 1992) para resolver problema de fratura em compésitos periodicos, por
(ADRIANOQV et al., 1985) na teoria de cascas e placas nervuradas e por (KALAMKAROV;
GEORGIADE, 2002) em compdsitos periédicos inteligentes, ou seja, compdsitos que possuem uma ou
mais propriedades que podem ser significativamente alteradas de forma controlada por estimulos
externos, tais como carregamento mecanico, temperatura, umidade, pH, campos elétricos e
magnéticos. Em (BENSOUSSAN et al., 1978) é mostrado que a solugdo em expansao assintética de
problemas associados a estruturas periddicas, na regido da camada limite, possui decaimento
exponencial.

Estudos de camadas limites em problemas de valor de contorno (PVCs) elipticos com
coeficientes periodicamente oscilantes definidos em dominios retangulares e de geometria qualquer
foram realizados, utilizando o MHA, por (ALLAIRE; AMAR, 1999) e (NEUSS-RADU, 2000),
respectivamente. Estes autores utilizam corretores a solugao do PVC para que esta seja valida na
vizinhang¢a do contorno. Em (ALLAIRE; AMAR, 1999) é proposto para os corretores a caracteristica de
decaimento exponencial. Ja em (NEUSS-RADU, 2000), o autor mostra por meio de um exemplo que o
decaimento exponencial nao é suficiente para estudar camadas limites em dominios gerais.

Em (PANASENKO, 2008) apresenta-se a utilizagdo de corretores a solugdo em expansao
assintética, os quais garantem que as condi¢gdes de contorno sejam satisfeitas. Para tanto, o autor
utiliza a técnica de camada limite para encontrar as expressdes dos corretores com caracteristicas de
decaimento exponencial. Estas expressdes contém, no entanto, erros, possivelmente tipograficos.
Neste trabalho apresenta-se um estudo detalhado do artigo de (PANASENKO, 2008). Em particular,
obtém-se a expressao correta da solugdo analitica do problema tratado pelo autor em regides
proximas do contorno.

O artigo é organizado como segue. Apresenta-se na Sec. 2 a técnica de camada limite,
mostrando o procedimento utilizado na construgdo de corretores para as expansdes assintoticas. Na
Secdo 2.1 mostra-se um exemplo onde se aplica a técnica apresentada e ilustra-se, através de
graficos, a atuagdo dos corretores na solugdo assintética, fazendo com que esta solugéo satisfaga as
condi¢cdes de contorno. Na Secdo 3 apresentam-se conclusdes sobre o uso dos corretores obtidos da
teoria de camada limite.

2 INTRODUCAO A TECNICA DE CAMADA LIMITE

Antes de apresentar a técnica de camada limite, introduzem-se alguns conceitos da teoria de
perturbagéao.
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A teoria de perturbacdo é uma colecdo de métodos iterativos para a obtengdo de solugbes
aproximadas de problemas que envolvem um pardmetro pequeno, & <<1, também chamado de
parametro de perturbagao.

De modo geral, a teoria de perturbacao realiza uma decomposi¢do de um problema complexo
em um numero infinito de problemas possiveis de serem resolvidos. As potencialidades desta teoria
residem no fato de que, em geral, os primeiros termos da expansao assintética, por exemplo, a ansatz
de (BAKHVALQOV; PANASENKO,1989), sao suficientes para revelar caracteristicas importantes de um
problema.

Existem dois tipos de perturbacbes em equacdes diferenciais com o parametro pequeno, que
sdo as perturbagdes regulares e as singulares.

Do ponto de vista matematico, os problemas de perturbagdo singular estdo associados ao
parametro de perturbagdao que multiplica a derivada de ordem mais elevada na equagdo. Quando a
multiplicacdo do parametro pequeno vem nos termos de ordem inferior da equacao diferencial, esta
perturbacido € chamada de perturbagao regular. No caso de perturbacéo singular, quando o parametro
pequeno tende a zero, ocorre a degeneracdo da equacdo diferencial. Neste caso, a equacao
diferencial ndo pode mais atender as condi¢cdes de contorno especificadas no problema original e,
portanto, o problema nao pode ser resolvido. Do ponto de vista fisico, o surgimento de perturbacoes
singulares esta associado ao surgimento de uma regido onde existe mudanca brusca no valor da
variavel dependente, caracterizando a existéncia de uma camada limite. Nesta regido é realizada uma
ampliacédo de escala das variaveis dependentes para a obtencédo de expressdes corretivas a expansao
assintotica (KEVORKIN; COLE, 1981).

O método de camada limite consiste em duas etapas. Na primeira etapa é realizada a
construgdo, em expansao assintética, de uma solugédo valida em todo espago sem considerar as
condi¢des de contorno. A segunda etapa consiste na construgdo de alguns corretores a expanséo da
solucdo obtida na primeira etapa. Estes corretores possuem a caracteristica de decaimento
exponencial quando se afasta do contorno.

Considere o seguinte problema modelo de perturbagao singular:
gu(X)—u(x)=f(x), xe(0,1), (1)
U(O):gl’ u(l):gz’ (2)

onde U £ du/dx, & é um parametro pequeno e f € C~([0,1]).

Primeira etapa: Considera-se uma ansatz
ux)=> eui(x). (3)
1=0

Formalmente, segue da Eq. (3) que
U= &%ur (x). (4)
1=0

Substituindo as Eqgs. (3) e (4) em (1), tem-se
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ﬁo 2 () - é £'u(x) = f(x). (5)

Realizando sucessivas mudangas de indices no primeiro termo da Eq. (5) e definindo u_, =0,

tem-se
élEZLGL—lu(X) — égz'@ (x) = (%),
éez'ﬁui(x)—égz'ﬁ (x) = f(x), )

é £ (Ui (X) =t (%)) = f(x),
A relagéo (6), gera uma recorréncia de equagdes dada por
U (x) = Ui (X) = F()8,, 1=0,1,... (7)

Esta recorréncia define todos os termos Ui da ansatz (3), a qual pode ser reescrita como

Uo(X) =—f (x),
t(X) = Uo (X) =—f(x),
Uz (X) =t (X) = — ™) (x), (8)

U (X) = Ui (x) = = F@(x).

Assim, a expressao assintética da Eq. (3) toma a forma

u(x)=->&" @ (x). (9)
1=0
Segunda etapa: Nesta segunda etapa s&o considerados os corretores da camada limite da
forma
= X
u’=> &u (—j
1=0 &
e

onde os termos u|° e ull estdo definidos em R™ e R™, respectivamente, e
éIim u,O(F,) =0, aIim u,l(zg) =0.
Substituindo a soma

u® =u+u’+ut (10)

na Eq. (1) e considerando as condi¢gbes de contorno da Eq. (2), tem-se
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|:82(égzlal"(x))_égzlal(X):|+|:g (;}52' d &(Fo)J > 2I O(é;):|

Jof

Apos realizar manipulagdes algébricas na Eq. (11), chega-se a

50 (0500 (x))Hé 2 [d ;'a © @ﬂ

{z (dzj'li”) —U.l(n)ﬂ — 1),
1=0 77

onde £E=X/¢ e n=(x-1)/¢.

(11)

M

dz:'l‘z”)j—igz'us(m}: f (%)
0 n 1=

8

Substituindo a Eq. (10) juntamente com as expressdes de u, u’ e u' na primeira condicdo de
contorno da Eq. (2), obtém-se

20 (u| (0)+u’(0)+u' (——)) g, (13)
Realizando procedimento analogo com respeito a segunda condi¢ao de contorno, tem-se

égzl (G| O+ (%)+u,l(0)): g,- (14)

Seré visto em seguida que a taxa de decaimento das fungdes U’ € U/ sdo exponenciais. Isto

significa que existem constantes positivas C, e ¢, tais que

lu’ ()] < C, exp(-c,&), (15)
Jui (o) < €, exp(=c ).

1 1
Assim, para qualquer K, u’ (—j e u,l(——] sao valores de ordem O(g"). Portanto, esses
& &

termos podem ser desprezados nas Eqgs. (13) e (14) com precisao da ordem de O(gK ) . Desta forma,

tém-se duas equacgdes independentes dos problemas de camada limite, dadas por

2

0 d_ 0(e)_
—U, (E")+d&2 u'(§)=0, &>0, 16)

u’(0)=g,5,-ui(0), 1=041,...

2

d

u@®=9,0,-w@, 1=01,...

(17)
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Considere U} (&) é(Clo exp(—&)+d; exp(&)), com d’ =0 quando gliﬂl, u’ =0. Aplicando na
Eq. (16),, tem-se
uy (0) = C/ exp(-0) =C/,
U’ (0) =-ui(0) + 9,6, =C/,
U
u’ (&) =(-ur(0)+ 9,5, )exp(-&).

(18)

Considerando agora que U/ (&)= (C,l exp(=€) +d; exp(é’;)) , com C/ 20 quando éIirp u =0,

tem-se, apds substituicdo na Eq. (17),
U (1) = (9.6, U1 (@) exp(r). (19)

Assim, todos os termos da solucao estao determinados, isto €, a expansao assintotica u™ para
o problema (1) e (2) é dada pela Eq. (10), a qual é constituida pela expansao regular, dada pela Eq.
(9), e pelas expansdes singulares, que sdo obtidas de (18) e (19) juntamente com &=Xx/¢ e

n=(x-1)/¢&, dadas por

() =367 (98 + T2(0))exp (- x/z) (20)
1=0

100 =36 (9,8, + T @) )exp((x-D)/e), 1)
1=0
respectivamente.

As equagdes (20) e (21) estdo erroneamente apresentadas em (PANASENKO, 2008), pois
nesta referéncia as expressdes dos corretores encontram-se com inversao de sinais.

As expressbes das camadas limite, Egs. (20) e (21), fornecem valores que sao
exponencialmente pequenos em qualquer distancia finita do contorno. Assim, esses corretores
influenciam a solugcéo da Eq. (10) apenas na regiao préxima do contorno.

2.1 Exemplo

Considere o seguinte problema:

U —u=exp(x), x(0,2), (22)
u(0)=0, u()=1. (23)
Observe da Eq. (22) que f € C”([0,1]).

Pela Eq. (8), tem-se
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U (x) = — f (x) = —exp(x),
W (X) =Uo (X) =—f " (X) = —exp(X),
Uz (X) =t () = — ™) (x) = —exp(x), (24)

U (X) = Ui (X) = — F®(x) = —exp(x).
Substituindo os resultados da Eq. (24) nas Egs. (9), (20) e (21), tem-se

i &% exp(x), (25)
1=0

0

u’(x) = Zez' (9,0,, +exp(0))exp(—x/e) =& (9,5, +1)exp(-x/¢),

1=0 1=0

u’(x) = exp(—x/g)iez' (9,60 +1) =exp(-x/&)[ £°0, +&° +&° +&* +£°+...], (26)
1=0

u’(x) =g, exp(—x/g)+exp(—x/e)(1_182j,

u'(x) = &" (9,8, +exp®)exp((x-1)/¢),

s TP

£ (9,6, +exp() )exp((x—-1)/¢),

T
o

1) = exp((x-1)/) i (9.6, +exp(D)), 27)

u'(x) =exp((x—1)/g)[gzg +&’exp(l) + &” exp(d) + &* exp(l) + &° exp(1)+...],
u'(x) = exp((x—l)/g)[g2 +exp(1)(g0 +et+et+el +)]

u'(x) =g, exp((x—1)/e)+exp((x-1)/e +1)(1—152 j

Substituindo as condi¢des de contorno (23), tem-se

0

u=-> & exp(x), (28)
u®(x) :exp(—x/g)(l_1 ZJ, (29)
u'(x) =exp((x—1)/e)+exp((x-1)/e +1)(1_1€2 j (30)
Assim,
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u(x):—igz' exp(x)Jrexp(—x/g)(l_lgzj+exp((x—1)/g)+exp((x—1)/g+1)(1 ! 2) (31)

1=0 —
€ a solucéo assintdtica utilizando os corretores da teoria da camada limite.

A solucao analitica do problema, dado pela Eq. (22) e pelas condi¢des (23), é obtida a partir da
combinacdo da solugcado particular e da solugcdo homogénea da Eq. (22), as quais sdo dadas por,
respectivamente,

u, = gzl_lexp(x) , (32)
u, = Clexp(%)drc2 exp(—%), (33)

onde C e C, sédo constantes. A solugdo analitica é, portanto, dada por

_ 1 _1) 1
u_Clexp(g)+C2exp( 8)+82_1exp(x). (34)
Impondo as condic¢des de (23) na Eq. (34), esta toma a forma

. (exp(1/&)—exp(D))
1 i g -1 1
"1 exp(—Ve)—exp(Ve) exp(x)+

U=

(35)

. (exp(Ve)—exp(D))
+ 2
g =1 lx)+ 21 exp(X).
e -1

exp(-1/e)—exp(Ve) exp(— &

Os graficos da figura 1 mostram a sucessao de resultados obtidos a medida que o parametro
pequeno, ¢, tende a zero nas solugdes consideradas: a solugdo analitica, a solugdo assintética sem
corretor e a solugao assintética utilizando os corretores obtidos da teoria da camada limite.

Através dos graficos da figura 1 pode-se ver que a solugdo assintética com corretores
aproxima-se mais rapida da solugao analitica, quando esta é comparada com a solugao assintética
sem a utilizagao dos corretores

Outro fato importante é que a solugao assintética (sem corretores) nao satisfaz as condi¢oes
de contorno para todos os valores de £. Se ¢ nao € pequeno, observe desta figura que a solugao
assintética com corretores também nao satisfaz as condicbes de contorno. No entanto, a medida que
£ —> 0, as solugbes assintéticas utilizando corretores assumem valores nas extremidades que
aproximam bem as condi¢des de contorno sem perturbar as respectivas solugdes assintéticas no
interior do dominio; ou seja, a influéncia dos corretores sobre a solugdo assintética do problema no
interior do intervalo (0,1) é tdo menor quanto menor for ¢.
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61 a ] b
4 — 1 //
2
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Figura 1 — Grafico da comparagéao evolutiva, para € pequeno, da solugdo analitica com as solugdes assintoéticas
sem e com corretores.
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Tem-se ainda que para valores cada vez menores de ¢, a equagao diferencial (22) tende a
degenerar, isto é, esta tende a mudar a ordem da equacéo diferencial. Para este exemplo, a ordem da
equacao diferencial tende a alterar de 2 para 1 quando ¢ tende a zero. Com esta tendéncia de
alteragdo na ordem desta equacéo, a solugao analitica na Eq. (35) néo satisfaz todas as condi¢des de
contorno. Este fato pode ser percebido nos graficos f e g da Figura 1. Observa-se destes graficos que
a solugao analitica e a solugdo sem corretores nao satisfazem as condi¢cdes de contorno. Percebe-se
ainda a regido da camada limite nos graficos f e g onde ocorre uma variagdo brusca da variavel ue
onde a solucéo analitica ndo é valida.

3 CONCLUSOES

O método de homogeneizagdo assintotica € uma ferramenta matematica poderosa para
analisar materiais compésitos e estruturas. A analise de um material compdsito ndo homogéneo por
um sélido homogéneo equivalente é o principal resultado desta teoria. No entanto, cuidados devem ser
tomados em regides onde a microestrutura € quase periddica. Nessas regides, ha necessidade de
adicionar expressdes corretoras a expansio assintética para que a solugdo do problema de
homogeneizagao satisfaga as condigbes de contorno.

Neste trabalho obtiveram-se expressbes corretas dos termos adicionais a expansao
assintética, dadas pelas Egs. (20) e (21). No trabalho de (PANASENKO, 2008) estas duas equagobes
encontra-se com erros tipograficos que prejudicam o entendimento e a obtencado correta da solugéo
assintotica utilizando os corretores da teoria da camada limite.

4 AGRADECIMENTOS

O autor agradece ao Departamento de Engenharia de Estruturas da EESC-USP, por propiciar
as condigdes de infra-estrutura necessarias, e ao Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e
Tecnoldgico (CNPq), por conceder o suporte financeiro para o desenvolvimento deste trabalho. O autor
manifesta, também, seus mais sinceros agradecimentos ao Prof. Dr. Julian Bravo-Castillero por
proporcionar a fundamentagao tedrica para o desenvolvimento deste trabalho por meio das aulas
ministradas e valiosas trocas de idéias. Professor Julian Bravo-Castillero recebeu apoio financeiro da
Coordenacgao de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior (CAPES) na modalidade Bolsista
CAPES/Brasil do Programa Professor Visitante do Exterior — PVE, Oficio/CGI/CAPES N° 0452-
11/2010. O autor agradece ao Prof. Dr. Adair Roberto Aguiar pelas contribuicbes ao desenvolvimento
deste trabalho.

5 REFERENCIAS

ALLAIRE, G.; AMAR, M. Boundary Layer Tails in Periodic Homogenization. COCV, n.4, p. 209-243,
1999.

ANDERSON, D. J. Ludwig Prandtl’s Boundary layer, Physics Today, v.58, n. 12, p. 42-48, 2005.
ANDERSON, D. J. A History of Aerodynamics, Cambridge U. Press, New York, 1998.

ADRIANQV, I. V.; DANISHEVS’KYY, V. V.; WEICHERT, D. Boundary Layer in Fibrous Composite
Materials, Acta Mech., 213, 2010.

Cadernos de Engenharia de Estruturas, Séo Carlos, v. 12, n. 55, p. 37-50, 2010



Fabio Carlos da Rocha 49

ADRIANOQV, I. V.; LESNICHAYA, V. A.; MANEVITCH, L. I. Homogenization Methods in the Static and
Dynamics of Ribbed Shells, Nauka, Moscow, in Russian, 1985.

BAKHVALOQOV, N.; PANASENKO, G. Homogenisation: Averaging Processes in Periodic Media —
Mathematical Problems in the Mechanics of Composite Materials. Kluwer, Dordrecht, 1989.

BENSOUSSAN, A.; LIONS, J. L.; PAPANICOLAOU, G. Asymptotic Methods in Periodic Structures,
North-Holland, Amsterdam, 1978.

DUMONTET, H. Study of Boundary Layer Problem in Elastic Composite Materials, Model. Math.
Annual. Numer., n.20, p. 265-286, 1986.

GUZ, A. N.; KOKHANENKO, YU. V. Edge Effects in Composites, Int. Appl. Mech., v.31, n. 3, p. 165-
181, 1995.

KALAMKAROV, A. L. Composite and Reinforced Elements of Construction, Wiley, Chichester, NY,
1992.

KALAMKAROV, A. L.; GEORGIADES, A. V. Micromechanical Modeling of Smart Composite Structures,
Smart Mater. Struct., v.11, p. 423-434, 2002.

KEVORKIAN, J.; COLE, J. D. Perturbation Methods in Applied Mathematics, Springer Verlag, 1981.

PANASENKO, G. P. Homogenization for Periodic Media: from Microscale to Macroscale, Physics of
Atomic Nuclei, v. 71, n. 4, p. 681-694, 2008.

PETIT, P. H. A simplified method of determining the inplane shear stress-strain response of
unidirectional composites, Composite Materail: Testing and Design. ASTM STP , v. 460, p. 83-93,
1969.

NEUSS-RADU, M. A Result on the decay of the Boundary Layers in the Homogenization Theory,
Journal of Asymptotic Analysis, v. 23, n. 3-4, p. 313-328, 2000.

SANCHEZ-PALENCIA, E. Homogenization in Mechanics: A survey of Solved and open Problems,
Rend. Sem. Mat., v. 44, p. 1-45, 1986.

SANCHEZ-PALENCIA, E. Non Homogeneous Media and Vibration Theory, Springer, Heidelberg,
1980.

TANG, S. A boundary Layer Theory — Part I: Laminated Composites in Plane Stress, Journal of
Composite Materials, n. 9, p. 33-41, 1975.

TANG, S.; Levy, A. A boundary Layer Theory — Part Il: Extension of Laminated Finit Strip, Journal of
Composite Materials, n. 9, p. 42-52, 1975.

TANI, I. History of Boundary-Layer Theory, Annual Reviews Fluid Mechanic, v. 9, p. 87-111, 1977.

Cadernos de Engenharia de Estruturas, Séo Carlos, v. 12, n. 55, p. 37-50, 2010



50



